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TRODUCTION.

Q UELQUES personnes, qui ont bien voulu
guider mes premiers pas dans Ia carriere
des sciences, et parmi lesquelles je cite-
rai avec reconnalssa,nce MM Laplace et
Poisson, ayant temoxgne' I(? c.lesn‘ (Ie me
voir publier Ie Cours- d’ana'lyse de PEcole
royale polytechnlque, je me suis décidé
4 mettre ce Cours par écrit pour ia plus
grande utilité des €léves. J'en offre ici la pre-
miére partie connue sous Ie nom'd’ 4nalyse
algébrique, et dans Iaquelle je traite suc-
cessivement des-diverses espcces de fonc-

a
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tions reelles ou imaginaires, des séries
convergentes ou divergentes, de Ia résolu-
tion des équaﬁox;s, et de la décomposition
des fractions rationnelles. En parlant de
Ia continuité des fonctions, je n’ai pu me
dispenser de faire connaitre Ies propriétés
principales des quantités infiniment pe-
tites , propriétés qui servent de base au
calcul infinitésimal. Enfin, dans les preéli-
minaires et dans quelques notes placées a
Ia fin du volume, j'ai présenté des déve-
Ioppemens qui peuvent étre utilés soit aux
Professeura .0t a,ugn--Eieves des Colleges

.uo ee e,

royalrx‘, sof; A ceu,x. Qur veulent faire une

étude sPeoiaie' &e i’anaiyse. -

e o000
ces’es

Quantaiid mé'tﬁt;dés , jai cherché a leur
donner toute la rigueur gu'on exige en
géométrie , de maniére & ne jamais recou-
rir aux raisons tirées de la généralité de
Palgébre. Les raisons de cette espéce, quoi-
que assez communément admises, sur-tout
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dans le passage des séries convergentes
aux séries divergentes, et des quantités
réelles aux expressions imaginaires, ne peu-
vent étre considérées, ce me semble, que
comme des inductions propres a faire pres-
sentir quelquefois Ia verité, mais qui s’ac-
cordent peu avec I'exactitude si vantée des
sciences mathématiques. On doit méme
observer qu’elles tendent a faire attribuer
aux formules algébriques une étendue in-
définie , tandis que, dans Ja réalité, Ia plu-
part de ces formules subsistent uniquement
sous certainés conditions, et pour certaines
valeurs des quantités qu’elles renferment,.
En déterminant ces conditions et ces va-
leurs, et en fixant d’une maniére précise Ie
sens des notations dont je me sers, je fais
disparaitre toute incertitude ; et alors les
différentes formules ne présentent plus que
des relations entre les quantités réelles, re-
lations qu'il est toujours facile de vérifier

*

a



1v INTRODUCTION.

par la substitution des nombres aux quan~
tités elles-mémes. II est vrai que, pour
rester constamment fidele a ces principes,
~ je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui paraitront peut-étre un
- peu dures au premier abord. Par exemple,
yénonce dans le chapitre VI, qu'une série
dz"ver'genté n’a pas de somme ; dans le cha-
pitre VII, qu'ure équation imaginaire est
seulement la representation symbolique
de deux équations entre quantités reelles ;
dans Ie chapitre IX, que, s¢ des constantes
ou des variables comprises dans une Jfonc-
tion , aprés avoir cté supposées rcelles ,
deviennent imaginaires , la notation a
Paide de laquelle la fonction se trouvait
exprimée, ne peut étre conservée dans le
' caleul qu'en vertu d'une convention nou-
velle propre a fixer le sens de cette nota-
tion dans la derniére hypothése ; &c. Mais

ceux qui liront mon ouvrage reconnaitront,
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je Tespere, que les propositions de cette
nature , “entratnant Theureuse nécessité
de mettre plus de precision dans fes théo-
- ries, et d’apporter des restrictions utiles a
des assertions trop etendues, tournent au
profit de I'analyse, et fournissent plusietirs
sujets de recherches qui ne sont pas sans
importance. Ainsi, avant d’effectuer la
sommation d’aucune série, j’ai di examiner
dans quels cas les séries peuvent étre som-
mées, ou, en d’autres termes, quelles sont
les conditions de leur c'onvergence‘; et
jai, a ee sujet, établi des regles générales
qui me paraissent meriter quelque atten-
tion .

Au reste, si jai-cherché, d'uné part, &
perfectionner l’an:ﬂyse ‘mathématique, de
Pautre, je suis loin-de prétendre que'cette
analyse doive suffire a toutes les sciences
de raisonnement. Sans doute, dans. fes

sciences qu'on nomme naturelles, Ia seule
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méthode qu’on puisse employer avec succes
consiste a observer les faits et & soumettre
ensuite les observations au calcul. Mais ce
seraif une erreur grave de penser qu’on ne
trouve la certitude que dans les démonstra-
tions géométriques, ou dans Ie t¢moignage
des sens ;.et quoique personne jusqu'a ce
jour n’giit essayé de prouver par l'analyse
Texistence d’ Auguste ou celle de Lous X1V,
tout homme sense conviendra Aque cette
existence est aussi certaine pour Jui que Ie
carré de Phypothénuse ou Ie théoreme de
Maclaumn Je dirai plug ; la demonstration
de ce dernier 't_héoréme estala portée d'un
‘petit nombre d’esprits, et Ies savans eux-
mémes x)e sont pas tous d’accord sur I'¢é-
tepdue gu'on doit Iui attribuer ; tandis que
tout,lém‘ogdé sait,fort bien par quila France
a été gouvernée dans le,dix-septieme siécle,
et qu'il ne peut g'élever a ce sujet aucune

contestation raisonnable. Ce que je dis ici
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d’un fait historique peut s’appliquer égale-
ment a une foule de questions, en religion,
-en morale, en politique. Soyons.denc per-
suadés qu'il existe des vérités autres que les’
vérités de Palgebre , des réalités autres que
les objets sensibles. Cultivons avec ardeur
les sciences mathématiques, sans vouloir les
¢tendre au-dela de leur domaine; et n’al-
Ions pas nous imaginer qu’on puisse atta-
quer Thistoire avec des formules, ni don-
ner pour sanction a 1a morale des théorémes
d’algébre ou de calcul intégral.

En terminant cette Introduction, je ne
puis me dispenser de recannaitre que Tes
lumieres et les conseils de plusieurs per-
sonnes m’ont été fort utiles, particuliere-

ment ceux de MM. Poisson, Ampeére et
' Coriolis. Je dois a ce dernier, entre autres
choses, Ia regle sur la convergence des
produits composés d’'un nombre infini de

facteurs, et jai profité plusieurs fois des
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- observations de M. Ampére, ainsi que des
méthodes qu’il déveléppe dans ses Lecons
. danalyse. '

GO SN
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PRELIMINAIRES.

Revue des diverses espéces de quantités réelles
que lon considére, soit en algébre , soit en trigo-
nométrie, et des notations a U'aide desquelles on
les represente. Dces moyennes entre pluszeurs
quantites. '

Pour sviter toute espéce de confusion dans le
Iangage et Yécriture algébriques, nous allons fixer
dans ces préliminaires la valeur de plusieurs termes
et de plusieurs notations que nous emprunterons’
soit & Palgébre ordinaire, soit a la trigonométrie.
Les explications que nous donnerons a ce sujet
sont nécessaires, pour que nous ayons la certitude
'étre parfaitement compris de ceux qui liront cet
ouvrage. Nous allons indiquer d'abord quelle idée
il nous paroit convenable dattacher & ces deux
mots, nombre et quantite. :
Nous prendrons toujours Ia dénomination de
TOM. 1. < A
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nombres dans le sens ot on I'emploie en arithmé-
tique, en faisant naitre. les nombres de la mesure
absolue des grandeurs; et nous appliquerons uni-
quement la dénomination de quantités aux quan-
tités réelles positives ou negatwes , Cest-a-dire,
aux nombres précédés des srgnes + ou —, De
~ plus, nous regarderons les quantltes comme des-
tinées a exprimer des accroissemens ou des dimi-
nutions; en sorte qu'une grandeur donnée sera
simplement représentée par un nombre, si T'on se
contente de la comparer & une autre grandeur de
méme espéce prise pour unité, et par ce nombre
précédé du signe +- ou du signe —, sion {a consi-
dére comme devant servir & l'accroissement ou a
la diminution d'une grandeur fixe de fa méme es-
pece. Cela posé, le signe + ou — placé devant
un nombre en modifiera la signification, a-peu-prés
comme un adjectif modifie celle du substantif. Nous
appellerons valeur numeérigue dune quantité le
nombre qui en fait la base, quantités égales celles
qui ont le méme signe avec la méme valeur numé-
rique, et quantités gpposées deux quantités égales
quant a leurs valeurs numériqueés , mais affectées de '
signes contraires. En partant de ces principes, il est
facile de rendre compte des diverses opérations:que
fon peut faire subir aux quastités. Par exemple,
deux quantités étant données, on :pourra toujours
en trouver une troisiéme qui, prise pour accroisse-
ment d'un nombre fixe, si elle est positive, et pour
diminution dans le cas contraire, conduise au méme
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résultat. que les deux quantités données, employées
lune aprés Pautre & pareil usage. Cette troisiéme
quantité, qui 2 elle seule prodult le méme effet que
les deux autres, est ce qu'on appelle leur somme.
Ainsi les deux quantités — 10 et + 7 ont pour
somme — 3, attendu qu'une diminutien de 10 uni-
tés, jointe & une augmentation de 7 unités, équi-
vaut & une diminution de 3 unités. Ajouter deux
quantités, cest former leur somme. La différence
entre une premiére quantité et une seconde, cest
une troisiéme quantité qui, ajoutée 4 la seconde,
reproduit la premic¢re. Enfin, on dit quune quane
tité est plus grande ou plus petite qu'une autre ,
suivant que la différence de la premiére a la seconde
est positive ou négative. D'aprés cette définition,
les quantihés positives surpassent toujours les quan-
tités négatives, et celles-ci doivent étre considérées
comme d'autant plus petites que leurs valems nu-
mériques sont plus grandes.

En algebre, on représente non - seulement les
 nombres, mais aussi les quantités, par des Jettres,
Comme on est convenu de ranger les nombres
absolus dans la classe des quantités positives, on
peut désigner la quantité pesitive qui-a pour valeur
numérique le nombre A4, soit par+ A4, soit par 4
seulement , tandis que la quantité négative opposée
se trouve représentée par — 4. De méme, dans le
cas .o la lettre a représeate une quantité, on est
convenu de regarder cemme synonymes les deux
expressions a et +~a, et de représenter per — a

K
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la quentité opposée & +a. Ces remarques suffisent
pour établir ce qu'on appelle /2 régle des signes
[voyez la note 1.7 ].

On nomme quantité variable celle que fon con-
stdere comme devant recevoir successivement plu-
sieurs valeurs différentes les unes des autres. On
désigne une semblable quantité par une lettre prise
ordinairement parmi les derniéres de Talphabet.
On appelle au contraire quantité constante, et on \
désigne ordinairement par une des premiéres lettres
de Talphabet toute quantité qui recoit une valeur
fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successive-
ment attribuées a une méme variable sapprochent
indéfiniment d’'une valeur fixe, de maniére a finir
par en différer aussi peu que l'on voudra, cette
derniére est appelée la lim:te de toutes les autres.
Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est a
fimite des diverses fractions qui en fournissent des
valeurs de plus en plus approchées. En géométrie,
1a surface du.cercle est la limite vers laquelle con-
vergent les surfaces des polygones inscrits, tandis
que-le nombre de leurs cétés croit de plus en plus;.
&e..

Lorsque les valeurs numemques successives d'une
méme variable décroissent indéfiniment, de maniére.
a s'abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette
variable devient ce qu'on nomme un infiniment petit
ou une quantlte infiniment petite. Une variable de
cette espéce a zéro pour limite.

Lorsque les valeurs numeriques successives
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dune méme variable croissent de plus en plus, de
maniére 4 sélever au-dessus de tout nombre donné,
on dit que cette variable a pour limite l'infini positif,
indiqué par le signe oo, sil sagit dune variable
positive, et Finfini négatif, indiqué par la notation
— oo, sil s'agit dune variable négative. Les infinis
positif et négatif sont désignés conjointement sous
le nom de quantités infinies.

Les quantités qui se présentent, dans le calcul,
- comme résultats d'opérations faites sur une ou plu-
sieurs autres quantités constantes ou variables, peus
vent étre divisces en plusieurs espéces suivant Ia
nature des opérations qui les produisent. Clest ainsi
que {on distingue en algébre les sommes et diffé-
rences, les produits et quotiens, les puissances et
racines, les exponentielles et les logarithmes; en
trigonométrie, les sinus et cosinus, sécantes et co-
sécantes, tangentes et cotangentes, et les arcs de
cercle dont une ligne trigonométrique est donnée.
Pour bien comprendre ce qui est relatif & ces der-
niéres espéces de quantités, il est nécessaire de se
rappeler les principes suivans.

Une longueur, comptée sur une ligne droite on
courbe, peut étre, comme toute espéce de grandeurs,
représentée soit par un nombre, soit par une quan-
tité, savoir: par un nombre, lorsqu’on a simplement
égard a la mesure de cette longueur, et par une
quantité, Cest-a-dire, par un nombre précédé du
signe + ou —, lorsque 'on considére la longueur
dont il s'agit comme portée , & partir Cun point fixe,
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sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre,
pour servir soit & Paugmentation soit 4 la diminu-
tion d'une autre fongueur constante aboutissant a
ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question,
et & partir duquel on doit porter fes longueurs va-
riables désignées par des quantités, est ce qu'on ap-
pelle T'origine de ces mémes longueurs. Deux fon-
gueurs comptées & partir dune origine commune,
mais cn sens contraires, doivent étre représentées
per des quantités de signes différens. On peut choisir
& volonté le sens dans lequel on doit compter les
Jongueurs désignées par des quantités positives ;
mais, ce choix une fois fait, il faudra nécessairement
compter dans le sens opposé les longueurs qui
seront désignées par des quantités négatives.

Dans un cercle dont le plan est supposé verti-
cal, on prend ordinairement pour origine des arcs
Pextrémité du rayon tiré horizontalement de gauche
3 droite; et c'est en s'élevant au-dessus de ce point.
que Ton compte les arcs positifs, clest-a-dire, ceux
que Pon désigne par des quantités positives. Dans
le méine cercle, lorsque le rayon se réduit a Lunité;
le sinus d'un arc, c'est-a-dire, Ia projection sur. le
diamétre vertical du rayon qui passe par Fextrémité
de cet arc, se compte positivement de bas en haut
et négativement en sens contraire, & partir du centre
du cercle pris pour origine des sinus, La tangente
se compte positivement dans le méme sens que le
sinus, mais & partir de Torigine des arcs et sur In
verticale mence par cette origine, Enfin, la sécante
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se compte i partir du centre sur le rayon mené &
Textrémité de l'arc que Pon considére, et p()sltxvei-
ment dans le sens de ce rayon. :

Souvent fe résultat d'une operatlon effcctuée sur
une quantxte peut avoir plusjeurs valeurs différentes
les unes des autres. Lorsque nous voudrons dési-
goer indistinctement une quelconque de ces vnleurs,
nous nous servirons de notations dans lesquefles la
quantité sera entourée de doubles trajts ou de
doubles parenthéses; et nous réserverons la notation
ordinaire pour la valeur fa plus simple ou cefle qui
paraitra mériter davantage d'étre remarquée. Ainsi,
par exemple, @ étant une quantité positive, la racie
carrée de cette quantlte aura deux valeurs numé:
riquement égales , mais de signes contraires, dont
lune ‘quelconque sera expmnée par la- notatlon

(a): ou Wa, B
tandis que fa valeur positive seule sers représentée
par ’ Y

& ou Ya;
en sorte qu'on aura

(l) Ma:ﬁ:}/a,

ou, ce qm revient au méme,

(2) (o) =%a*.

De méme encore, si lon represente par a une qmnr-
tité positive ow négative, la notation .~ :,

" arc sin, (@) ou arc ang. (@)
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désignera un quelconque des arcs qui ont la quan-
tité @ pour sinus ou pour tangente, tandis que Ia
notation

arc sin, (a) ou arc tang. (a)

mdlquera seulement celui de ces arcs qui a la plus
petite valeur numérique. A lalde de ces conven-
tions, on évite la confusion que pourralt entramer
lemplm de signes dont la valeur nauralt pas été dé-
terminée d’'une maniére assez precxse Afin de lever
a cet egard toute difficulté, je vais pmsenter ici le
tableau des notations dont nous ferons usage pour
exprlmer les résultats des opérations algébriques. ou
trlgonometrlques.

.. la somme de deux quantltes sera mdxquee aTor-
dmau‘e par.la ]uxtaposmon de ces deux quantités,
chacune delles étant exprimée par une lettre précé-
dée du signe -+ ou —, que Ton pourra supprimer
(sx C'est le signe +) devant la premiére lettre seu-
lement. Ainsi

+a-+b ou simplement a+b
désignera la somme des deux quantités +a, +b;
et

+a—b ou s1mplement a—b
désignera la somme des deux’ quantités +a, —b,

equwalente a la différence des deux quantrtes +a,
b s

On mdlquera Pégalité des deux quan/ates aet 6 :
par le signe = interpos¢ entre elles, comme il suit,
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4 = b,’

et Ton exprimera que la premiére surpasse la ses
conde, Cest-a-dire, que la différence @ —b est po-
sitive, en écrivant :

a>b ou b<a.:
Nous représenterons encore a Tordinaire par
@ x +b, ou simplement a.b,l ou ab
le pfoduit des deux quantités +a, + b, et par
-.on a:b

leur quotient.

Soient maintenant 7 et 7 deux nombres entiers,
A un nombre quelconque, et @, b deux quantltes
quelconques positives ou négatives.

A", 47 = V4, A=7, A°
représenteront les quantités positives qu'on obtient
en élevant le nombre 4 & des puissances respectie
yement marquées par les exposans

1 m .
m, —, * —, b;
et

a="

la quantité positive ou négative que produit Télé-
vation de la quantité a a la puxssance =+ m. Quant

aux notations o=

(@) =wa, (@)%,
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nous nous en servirons pour: exprimer non-seule-
ment les valeurs positives ou négatives lorsqu'it-en
existe, des puissances de la quantlte a marquées par

les exposans

1 m
an

n? 4

mais engore les valeurs imaginaires de ces mémes
puissances [voyez ci-aprés, chap. VII, ce quon
entend par expresszons zmagmazres] Il est bon
d’observer que, si 'on désigne par A4 la valeur nu-

mérique de a, et si Ton suppose la fraction ”- ré-
duite 4 sa plus simple expression, la puissance

(a)=%

aura une seu!e vaieur reelle ppsmve qu negattvc,
savoir, ‘

+ A% ou — A%,

\ : : ’ '
lorsque - sera une fraction de dénominateur impeir;
tandis qu'elle admettra les deux valeurs réelles dent
on vient de parler, ou qu'elle n’en admettra aucune,

si ﬁ est une fraction de dénominateur pair. On peut

falre une semblable remarque a Tégard de lexpres-'
sion

HEC A ' ((a)) s ’ v
Dans le cas particulier oti, la quantité @ étant posi-

tive, on suppese -~ = —~ . lexpression (@) na
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que deux valeurs réelles T'une et P'autre, et données
par la formule (2), ou, ce qui revient au méme,
par la formule (1).

- Les notations

I(B), L(B), L'(B), &....

indiqueront les logarithmes réels du nombre B dans
différens systemes tandis que chacune des sul-
vantes

, 1), L(2), L' (3),
pourra. servir a désigner, outre le loganthme réel
de la quantité b, lorsqu'il existe, un quelconque des
logarithmes imaginaires de cette méme quantité
[voy. ci-aprés, chap. IX, ce quon entend par loga-
rithmes imaginaires .

-En trigonométrie,

sin. @, cos.a@, tang. @, cot.@&, séc. @, coséc.da,

siv. @, cosiv. a,

exprimeront respectivement le sinus., le cosinus,
latangente, la cotangente, la sécante, la cosécante,
le sinus verse ou le cosinus verse de T'arc a; et les
notations

erc sin. (@), ‘arc cos. ((a)), arc tang. ((a)), arc cot. ((a)),

arc séc. (a)), arc cosec. (a),

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la
quantité a pour sinus, ou cosinus, ou tangente,
ou cotangente, ou sécante, ou cosécante. Nous
nous servirons des notations simples
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arcsin. (a) 4 &rcC Cos. (a), arc tang. (a), are cot. (a) ,
' -arc sec. (a) + AFC COSEC. (a) ’
ouméme, en supprimant tout-a-fait les parentheses,
des notations suivantes '

arcsin. @, arccos. @, arctang. &, arccot. @,

arc séc. @, arc cosec. @,

) S, .
lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonomé-
trlque est égale 4 @, nous voudroqs désigner celui
qui a fa plus petite valeur numemque ou, sices
arcs sont deux & deux égaux et de signes contraires,
celui qui a la plus petite valeur posxttve. En con-
séquence, ‘ '

arcsin. @, arctang. @, arccot. @, arc coséc. @,

indiqueront des arcs positifs ou négatifs , mais com-
pris entre les limites '
. | .
- T .
V.4 désfgnant Ia demi-circonférence dans le cerele
qui a pour rayon l'unité; tandis que
arc cos. @, arcséc. @,

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites
o et .

En vertu des conventlons que Ton vient d'établir,
si lon dcsrgne par & un nombre entier arbitraire, on
aura évidemment , pour des valeurs quelconques’

positives ou negauves de la quantlte a, ,
S Y
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[ arc'sin. (( ) +(———arc sin. @ )izltvr,
arc cos. (( )) Zarccos. a =2 k=,

(3) arctang (( ))-_arctang axk=n,

. . x
&rc cos. @ —+arc sin. @ = <

plq

arc cosec. @ -+ arcsec. @ =

.

\
On trouvera de plus, pour desvaleurs positives de «,

i

(4) arc cot. @ + arc tang. @ =-§ ,

et, pour des valeurs négatives de a,
: . .
(5) arc cot. @ -+ arc tang. af—;—.

Lorsqu'une quantité variable converge vers une
limite fixe, il est souvent utile d'indiquer cette limite
péu' une notation particuliére ; cest ce .que nous
ferons, en placant Pabréviation

lim.

devant la quantité variable'dont il s'agit. Quelque-
fois, tandis qu'une ou plusieurs variables convergent
vers des limites fixes, une expression qui renferme
ces variables converge a-la-fois vers plusieurs
limites différentes les unés-des autres. Nous indique-
rons alors une quelconque de ces derniéres limites ,
a l'aide de doubles parenthéses placées 4 la suite de
Yabréviation Zm., de maniére & entourer I'éxpres-
sion' que T'on considére. Supposons, pour fixer lcs
idées, qu'une variable positive ou négative repré-
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sentée par x converge vers la. limite 0, et dési-

. gnons par 4 un nombre constant ; il sera facile de
s'assurer que chacune des expressions ‘

lim.( 4*), lim. (sin: )
a une valeur unique déterminée par {'équation
lim. (4*) =1,
ou lm. (sin. z) = 0;

tandis que T'expression

i ()

admet deux valeurs, savoir, + 0o, — o0, et

fim: (o)

une infinité de valeurs comprises entre les limites
—1 et 4+ 1. o

Nous allons terminer ces préliminaires en présen-
tant, sur les quantités moyennes, plusieurs théo-
rémes dont la connaissance nous sera fort utile
dans la suite de cet ouvrage. On appelle moyexrne
entre plusieurs quantités données une nouvelle
quantité comprise entre la plus petite et la plus
grande de celles que on comsidére. D’aprés cette
définition, il est clair qu'il existe une mfinité de
moyennes entre plusieurs quantités inégales, et
que la moyenne entre plusieurs quantités. égales se
confond avec chacune d'elles. Cela posé, on éta-
blira facilement, ainsi qu'on peut le voir dans la
note IL¢, les propositions suivantes.

DR
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1. THEOREME. Sofent b, &', 3" .... plusieurs
quantites de méme sz'gne; en nombre n, et a, d, ,{3‘,
des quantités quelconques en nombre égal a
des premiéres. La fraction

a4+ q +a' &
b4 4+ b+ &c....

sera moyenne entre les suivantes

a ‘a'” a” ’
T, _bT, _bT, &C...o

CoroLLAIRE. Silon suppese
b= b’ =" ...=1,
on conclura du theoreme precedent que fa quantxte

a-+a 4+ a” + &c....
n

est moyenne entre les suivantes
4 "
a, a,a ... &c.....

Cette espéce particuliere de moyenne est ce qu'on
nomme une moyenne artthmétique.

2.° THEOREME. Soient 4, 4', 4" ....; B, B,
B .... deux suites de nombres pris a volonté; et
formons avec ces. deur suites, que nous supposons
renférmer ckaaune un nombre n de termes, les
racines

B B! B
VA, yA, yA, e

B4-B'+B"...
AA A"... sera une nouvel/e racine
moyenrie entre toutes les autres.
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Cororraire. Si Pon prend

* ' B=B'=B"...=1,
on trouvera que la quantité positive
est moyenne entre les suivantes

A4, 4, 4" ...

Cette moyenne, d'une espéce particuliére, est celle
que Ton nomme moyenne géométrique.

3.° THEOREME Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme 1., si a, o', a" ..... de-
signent encore des quantités de méme signe, la

Jfraction
aa+a'a +a’g"+ &c....
aba b +a” b+ &c....

sera moyenne entre les suivantes

a a' a"
T e -F’-&c”“

CoroLL4IRE. Si Ton suppose
b=b=b"....=1, ‘ e
on conclura du théoréme précédent que la somme
aa +da +a'a + &... .
est équivalente au produit de
' a'+a +a" + &c....
par‘u'he moyenne entre les quantités @, @/, a' , &é, v
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Pour abréger, lorsque nous voudrons désigner

une moyenne entre plusieurs quantités @, ', a" ...,
nous nous servirons de la notation
M(a, d, a" ....).

Cela posé, les théorémes qul précédent et leurs.

corollaires se trouveront compris dans les formules

(6) a+a +a"+ &.... "‘M(b’ b:' T &C...)

b+ b &c. ...

() SELET L M (a, & o),
8 BB Be.. Y
(8) AA’A”...-M(I/A v, y4'.),

OVAA4 A ... .=Md4, A’, A" ...,

adta'd+a’'d"+4-, .. a*
(IO) 6&-}-5 u/_'_bllu”_._ _M(b ’ 6' b 'Tu'"')a

(r1) aa,-c—aa,-i-a a4 =(a+a'+a". M(a,a’,a”..).
Deans ces formules ,
a,d,d ..;b,b,b" .. ;e ava ...
représentent trois suites de quantités, et
‘A n . ' U
A, 4, 4" ...; B, B, B" ....

deux suites de nombres formées chacune de #
termes différens. La troisiéme suite est, ainsi que la
seconde , uniquement composée de quantités de
méme signe.

La notation que nous venons d adopter fournit

le moyen d'exprimer qu'une quantité est comprise
TOM. 1. . . B
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entre deux limites données. En effet, toute quantité
comprise entre les limites @, b étant une moyenne
entre ces mémes limites , on pourra la désigner par

M (a, b).

Ainsi, par exemple, toute quantité posiave pourra
étre représentée par M (o, o), toute queuntité né-
gative par M (— oo, 0), et toute quantité réelle
par M (— oo, + oo ). Lorsque nous voudrons
indiquer indistinctement une quelconque des quan-
tités renfermées entre les limites @ et b, nous dou-
~ blerons les parenthéses, et nous écrirons

| M (a, B). |
Par exeinple, si | on suppose que la variable = con-

verge vers zéro, Ton aura

lnn ((sm —-)) =M(—1, + 1);

. attendu que l'expression lim. (( sin. --)) admettx"t ‘

une infinité de valeurs compmses entre leo va.leurs
extrémes — 1 et “+ 1.
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PREMIERE PARTIE.

ANALYSE ALGEBRIQUE. .

CHAPITRE I*

DES FONCTIONS REELLES.

§. 1.°° Consideérations genérales sur les Fonctions.

LoRSQUE des quantités variables sont tellement
liées entre elles que, la valeur de I'une delles étant
donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes
les autres, on congoit d' ordmgure ces diverses quan-
tités exprimées au moyen de Fune d'entre elles, qui
prend alors le nom de variable indépendante; et les
autres quantités exprimées au moyen de la variable
indépendante sont ce qu'on appelle des fonctions de

cette variable.

" Lorsque des quantités variables sont tellement

lices entre elles que, les valeurs de quelques-unes

étant données, on puisse en conclure cefles de

toutes les autres, on concoit ces diverses quantités

exprimées au moyen de plusieurs dentre elles, qui

prennent alors le nom de variables indépendantes;
. B
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et les quantités restantes, exprimées au moyen des
variables indépendantes, sont ce qu'on appelle des
fonctions de ces mémes variables.

Les diverses expressions que fournissent I'algébre
et la trigonométrie, lorsqu'elles renferment des va-
riables considérées comme indépendantes, sont
autant de fonctions de ces mémes variables. Ainsi,
par exemple,

L (‘x), sin. 2, &c....,
sont des fonctions de la variable » ;.
r+y, x, xyz, &c...,

des fonctions des variables = et y, ou z, y et 2, &c...
Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs va-
riables se trouvent, comme dans les exemples pre--
cédens, immédiatement exprimées au moyen de ces
mémes variables, elles sont nommeées fonctions ez
Plicites: Mais, lorsqu'on donne seulement les rela-
tions entre les fonctioms et les variables, Cesta-dire,
les équations auxquelles ces quantités doivent satis«
faire,, tant que ces équations ne sont pas résolues
algébriquement, les fonctions, n'étant pas expmnées‘
immédiatement au moyen des variables, sont ap
lées_fonctions implicites. Pour les rendre explicites,’
il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa-,
tions qui les déterminent. Par exemple, y étant une
fonctiom-implicite de 2’ déterminée par l’equatmn

I L(.’/)"‘"“": | )
si l’on nomme A la base du systéme de logmthmes
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que Pon considére , la. méme fonction, devenue
explicite par la résolution de 'équation donnée, sera

y=4~.
" Lorsqu'on veut désigner une fonction explicité
d’une seule variable « ou de plusieurs variables z,

Y, 5 ..., sans déterminer fa nature de cette’ fonc-
txon on emploie Pune des notations '

f(x) F(z), @(z), x (=), 4/(.2') v(x), o &Coureo .
.f(""’r.'/"8 ) F(x, y,3...), CP(x,y,z ) &e... -
Pour qu’ une fonction d'une seule vanable soit
complétement déterminée, il est nécessaire et il
suffit que de chaque valeur particuliére attribuée &
Ia variable on puisse déduire la valeur correspon-
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque
valeur de la variable, la fonction donnée en obtient
plusieurs différentes fes unes des autres. Confor-
mément aux conventions adoptées dans les préli-
miiaires, nous désignerons d'ordinaire ces’ valeurs
multiples d'une fonction par des notations dans les-
quelles fa variable sera entourée de doubles tralts
ou'de doubles parentheses Ainsi, par exemple,

arc sin. ((x })

mdlquera un quelconque des arcs qul ont x pour
sinus ,

We == vyx
Tune quelconque des deux racines carrées de la
variable = supposée positive, &c....
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[ 2.° Des Fonctions simples.

Parmi les fonctions. dune variable =, on appelle
simples celles qui résultent- dune seule opération
effectuée sur cette variable. Les fonctions simples
que Ton considére ordinairement en analyse sont
en trés-petit nombre, et se rapportent les unes 4
Talgebre, les autres a la trigonométrie. L'addition
et -la soustraction, la multiplication et la division,
T'éléyation aux pulssances et Iextraction des racines,
enfin la formation des exponentielles et des loga-
nthmes, prodmsent les fonctions simples qui se
rapportent & I'algébre. En conséquence, si Ton dé-
signe par A un nombre constant, et para === 4
une quantité constante , les fonctions algebnques
simples de la variable = seront

a+z, a—=z, az, =, z*, A%, L(2).

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce
qu'on peut toujours les ramener aux puissances.
Quant aux fonctions simples qui se rapportent & Ja
trigonométrie, on pourrait'en compter un grand
nombre, si 'on rangeait parmi les fonctions simples
toutes les lignes trigonométriques, et les arcs qui
correspondent & ces mémes lignes ; mais nous les
réduirons aux quatre suivantes

sin. X, cos. T,

arc sin. X, arc cos. X
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etnous mettrons au nombre des fonctions composées
les autres lignes trigonométriques tang. x, séc. z, &a.
avec les arcs correspondans , arc tang. x, arc sée. z,
~&e.....; attendu que ces derniéres lignes peuvent
toujours étre exprimées par le moyen du sinus et
du cosinus. Nous pourrions méme, a Ia rigueur, ré-
duire lcs deux fonctions simples sin. z ot cos. = &
une seule, puisquelles sont lides entre elles par
Téquation sin.* z + cos.* 2 = 1 ; mais FYemploi de
ces deux fonctions est si fréquent, qu'il est utile de
les conserver toutes deux a-la-fois dans le calcul
comme fonctions simples. .

§. 3. Des Fonctions composées.

Les fonctions qui se déduisent d'ube variable &
Taide de plusieurs opérations prennent fe nom de
Jonctions composées ; etTon distingue parmi ces der-

iéres les fonctions de fonctions qui résultent de
ﬂeurs opérations successives, la premiére opé-

ration étant effectuée sur la variable, et chacune
des autres sur.le résultat de I'opération précédente.
En vertu de ces définitions,
z*, Y, —’;‘1, &e....

sont des fonctions composées de la variable  ; et
I (sin. ), (cos. z), &e....

.des fonctions de fonctions, dont chacune résulte de
deux opérations successives.
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- ‘Les-fonetions composées se distinguent les unes
des autres. par la nature des opérations qui les pro-
duisent. Il semble que I'on devrait nommer fonctions
‘algebriques toutes celles que fournissent les opéra- -
‘tions de I'algébre ; mais on & réservé particuliérement
ce nom & celfes que I'on forme en n'employant que
les premiéres opérations algébriques, savoir, Iad-
‘dition et k. soustraction, la multrpllcatmn et la dx-
‘vision ; enfin 'élévation & des puissances fixes; et,’
dés qu'une fonction renferme des exposans variables
‘ou des logarithmes, elle prend le nom de fonction
exponentielle ou logarithmique. :

Les fonctions que 'on nomme algébriques se
divisent en _fonctians rationnelles et fonstions irra-
tionnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans
lesquelles la variable ne se trouve élevée qu'a des
puissances entiéres. On appelle en particutier Sfone-
tion entiére tout polynome qui ne renferme que del
puissances entiéres de la variable, par exemple .*

a+bx+.cx + &c...., '
et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle lo-
quotient de deux semblables polynomes. Le degre
d'une fonction entiére de x est 'exposant de la plus
haute puissance de = dans cette méme fonction. La
foactmn éntiére du premier degre savoir,

a+bx

gappelle aussi fanctzon linéatre, parce. que, dans
lappllcatlon ala geometne, on sen sert pour ren
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‘présenter lordonnée d'une ligne droite. Toute fonc--
tion entiére ou fractionnaire est par cela méme
rationnelle, et toute autre espéce de fonction algé-
brlque est irrationnelle. :

Les fonctions que produisent les opératxons de
la trigonométrie sont désignées sous le nom de
Jonctions trigonometriques ou- circulaires.

Les divers noms, que l'on vient d'attribuer-aux
fonctions compesées dune seule veriable, sappli-
quent également aux fonctions de plusxeurs va-
riables, lorsque ces derniéres fonctions jouissent
par rapport a chacune des variables quelles ren-
ferment , des propriétés que supposent les nems
dont il s'agit. Ainsi, par exemple, tout polynome, -
qui ne contiendra que des puissances entiéres des
variables z, y, z ..., sera une fonction entiére de
ces variables. On appelle degré de cette fonction
entiére Ja somme des exposans des variables dans
le terme o cette somme est la plus grande. Une
fonction entiére dy premier degré, telle que

a+br+oy+di+&e....,

pread le nom de fonetion linéaire.
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CHAPITRE 1L

Des Quantités infiniment petites ow infiniment
grandes , et de la continuité des Fonetions.
Valeurs singuliéres des Fonctions dans guelque:
cas particuliers.

S 1.*" Des Quantites :rgﬁmment petztes et mﬁmment
grandes.

ON dit quiune quantité varfable devient snfini-
ment petite, lorsque sa valeur numérique décroit
indéfiniment de maniére & converger vers la Himite
" zéro. Tl est bon de remarquer i ce sujet ‘qu'on ne
doit pas confondre un décroissement constant avec
un décroissement indéfini. La surface d'un'polygone
régulier circonscrit 4 un cercle donné déeroit eons-
tamment, & mesure que le nombre des cotés aug-
mente, mais non pas indéfiniment, puisqu'elle a
pour limite la surface du cercle. De méme encore,
une variable, qui n'admettrait pour valeurs sueces-
sives que les différens termes de la suite

3 4 5 ¢ &e....

— e | e

’2’374757

nll’

prolongée a linfini, décroitrait constamment, mais
non pas indéfiniment, puisque ses valeurs succes-
sives convergeraient vers la limite 1. Au contraire,
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une variable, qui n'aurait pour valeurs suctessives
que les différens termes de la suite

';-'9 ";‘-", %—, —;—-, T -;-., &e....

prolongée alinfini, ne décroitrait pas constamment;,
puisque la différence entre deux termes conséeutifs
de cette suite est alternativement positive et néga-
tive ; et néanmoins elle décroitrait indéfiniment,
puisque sa valéur finfrait per s'abaisser au-dessous
de tout nombre donné. ‘

- On dit quune quantité variable devient infini-
ment grande , lorsque sa valeur numérique croit
indéfiniment de maniére & converger vers la limite
co. Il est encore essentiel dobserver ici quon ne
doit pas confondre une variable qui crolt indéfini-
ment avec une variable qui croit constamment. La
surface dun polygone réguher inserit & un cercle
donné croit constamment, mais non pasindéfiniment;
-4 mesure que le nombre des cotés augmente. Les
termes de Ia suite naturelle des nombres entiers

1, 2, 3, 4, 5, &ec....

croissent constamment et indéfiniment.

Les ‘quantités infiniment petites et infiniment
grandes jouissent de plusieurs propriétés, qui con-
duisent & la solution de questions importantes, et
que je vais exposer en peu de mots.

Soit « une quantité infiniment petite,, c'est-a-dire,
une variable dont la valeur numérique décroisse

indéfiniment. Lorsque dans un méme ‘calcul on fait:
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entrer les diverses puissances entiéres de ., savoir,
P |

a,a’, &, &c..., o
ces diverses puissances sont respectivement dési-
gnées sous le nom dinfiniment petits du premier,
du second, du troisiéme ordre, &c.... En général,
on appelle infiniment petit du premier ordre toute
quantité variable dont le rapport avec & converge,
tandis que la valeur numérique de « diminue, vers
une limite finie différente de zéro ; -infiniment petit
du second ordre toute quannte variable.avec ., et
dont le rapport avec ' converge vers une limite
finie différente de zéro, &c.... Cela posé, si Fon
désigne par £ une quantité finie différente de zéro,
et par.¢ un nombre variable qui décroisse indéfis
niment avec la valeur pumérique de a, la forme
générale des quantités mﬁmment petxtes du premm
ordre sera _ A 2

ke oudumoins ka (1¢),:

fa forme générale des quantltes mﬁmment petltes
du second ordre

ka' oudu moins ka'(1=¢),
enfin la forme générale des infiniment petits de

Tordre » (7 représentant un nombre entier ) sera *
ka* ou du moins ka®(1=¢).

.

On) peut facilement établir, a I'égard de ces dlvers
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ordres ‘de quantités infiniment petltes les theo-
rémes suivans. :

1. FHEOREME. S¢ l'on compare lun a Uautre
deuz infiniment petits d'ordres différens, pendant .
que tous les deux convergeront vers la kmite
zéro, celui qui est de ordre le plus élevé finira
par obtenir constanient la plus petite valeur nu-
merique. ‘

DEMONSTRATION. Soient en effet

kar (1¢), Kar (1)

deux infiniment petits, 'un de Tordre », Tautre de
Tordre 7', et supposons ' > n; le ra'pport entre le
second de ces infiniment petits et le premler savoir, -
£ o
convergera indéfiniment avec « vers fa limite zéro;.
ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que la valeur
numérique du second finit par devenir consta'ma
ment. inférieure a celle du premier. :
2.° ThkorEME. Un infiniment petit de U rdre
n, cest-w-dzre , de la forme 2

ka® (1 ES e) )
change de signe avec «, toutes les fois que n est
un nombre i; zmpazr , et conserve pour de tres-petztes
valeurs numériques de o« le méme stgne que la
quantité k, lorsque n est un nombre pair.

DimonstRaTION. En effet, dans la premiére
lxypodxese, @’ change de. s:gne avec a; et dans la.
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seconde, a” est toujours positif. De plus, le signe
du produit 4(1 =% ¢) est le méme que celui de &,
lorsque € est trés-petit.

3. TutoREME. La somme de pluszeurs ngﬁm-
ment petits des ordres

n, n, n', ....

(#', n" ... désignant des nombres supérieurs a "),
est un nouvel infiniment petit de Uordre ».
DiEMonsTR4aTION. En effet,

ka*(1xe)+ka™ (x-_he’)+lr"¢“"(xie")+ &e. ..
_-_-Ica."[ 1Ee+ -:7 a™ (1 te‘)—»—% (1 ie'})-l-&c.]
=hka(1xe,),
¢, étant un nombre qui converge avec  vers la
limite zéro.

Des principes qu'on vient d'énoncer. on déduit
aisément, comme on va le voir, plusieurs proposi-
tions remarquables qui se rapportent 4 des poly~

nomes ordonnés suivant les puissances ascendantes
d'une quantité infiniment petite a. -

4.° THEOREME. Tout polynome ordonné suwant
les puissances ascendantes de «, par exemple , .

a+ba+ca®+&e....
ou plus généralement,
ad” +ba” +ca™+&e...,

(les nombres n, w', w' ... formant une suite crois..
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sante ) Jimit par étre, pour de trés-petites valeurs
numenques de o, constamment d.. méme szg‘ne que
son premier terme

a ou aa”.

DEMoNSTRATION. En effet, Ia somme faite du
second terme et de ceux qui le suivent est, dans
‘Ie premier cas, un infiniment petit du premier ordre,
dont Ia valeur numérique fimt par étre inférieure &
celle de la quantité finie @, et, dans le second cas,
un infiniment petit de Tordre #', qui finit par ob-
tenir constamment une valeur numérique inférieure
4 celle dun infiniment petit de lordre =.

. 5. THEOREME. Lorsque, dans le polynome

aad” +ba, +ca™ +&e....

ordonne sutvant ies puissances ascendantes de « ,
le degré n' du second terme est un nombre zmpazr,
ce polynome, pour de trés- petites valeurs numeé-
riques de a, est tantot supérieur et tantot inferieur
a son premier terme aa”, suivant que la variable
a et le coefficient b sont de méme signe ou de
sigunes contraires.

DEmonsTrarioN. En effet, dans l’hypothese
admise, la somme des termes qui suivent le premler,
savoir,

ba” +ca."+'&c...

sera, pour de trés-petites valeurs numenques de a,
de méme signe que chacun des deux prodults ba™,
ba.
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6. TatorkME. Lorsque, dans le polymmw

nll

a*+ba” +c1”+&c....

ordonné suivant les puissances ascendantes de «,
le degré »' du second terme est un nombre pair,
ce polyhome, pour de trés-petites valeurs nume-
nques de «, jzmt par devenir constamment mpe-
rieur @ son premier terme, toutes les fois que b

est positif, et constamment ugferceur, toutes lea
- fois que b est négatif.

DimonsTraTION. En effet, dans Ihypothese.
admise, la somme des termes qui suivent le pre-
mier aura, pour de tres-petltes valeurs numeuqucs(
de a, le signe du produit ba™, et par suite le’
signe de 6.

CoroLL4IRE. En supposant, dans le théoréme
qm préceéde, » =0, on obtlendra la proposition
suivante.

7. THEOREME Sz , dans le polynome

a+ba” +ca™ + &c....

ordonné suivant les puissances ascendantes de «,
n' désigne un nombre pair ; parmi les valeurs de
ce polynome correspondantes a des valeurs infini-
ment petites de «, celle qui correspond @ a=o,
c'est-a-dire a, sera toujours la plus petite, lors-
que b sera positif, et la plus grande, lorsque b
sera négatif. '

. Cette valeurparticuliére du polynome plus grande
ou plus petite que toutes les valeurs voisines, est ce .
qu'on appelle un mazimum ou un minimum:



1" PARTIE. CHAP. IL 33

‘Les propriétés des quantités infiniment petites
‘étant’ établies, on .en déduit les propriétés ana-
logues des quantités infiniment grandes, en -obser
vant que toute quantité variable de cette derniére

espéce: peut étre représentée par =, o désignant
.une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple,
lorsque, dans le polynome

azx™ + bam—+ +cx" 7 + &e... +hr + k-

ordonné suivant les puissances descendantes de Ia
variable-z, cette variable devient infiniment grande;
en la mettant sous la forme i, on réduit le poly-
nome dont il s'agit &

A
1+‘a.+ a.+.+ ™ e — a.)

“ﬂ

et Ton reconnait alors immédiatement que, pour
de trés-petites valeurs numériques de «, ou, ce
qui revient au méme, pour de trés-grandes valeurs
numériques de x, ce polynome est de méme signe
que son prexmer terme

= ax™.

. “‘
Comme cette remarque subsiste dans le cas méme
ol quelques-unes des quantités b, c ... &, k se

redmsent i zero il en résulte qu on peut enoncer
le théoréme suxvant

8. THEOREME. Lorsque , dans un polynome
ordonné suivant les puissances descendantes de la

vgriable =, on fait. croitre indéfiniment la valewr
TOM. 1. ‘ C .u.
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numérique de cette variable, le polynome finit par
étre constamment de méme signe que son premier

' §..2.° De la continuite des Fonctions. ,

Parmi les objets qui se rattachent & {a considé-
 ration des infiniment petits, on doit plaeer les no
tions relatives a la continuité ou a la discontinuité
des fonctions. Examinons d'abord sous ce point de
vue les fonctions d’'une seule variable. *
- Soit f(z) une fonction de la variable x, et
Supposens que, pour chaque valeur de z intermé
diaire entre deux limites données, cette fonction
admette constamment une valeur umque et finie.
- 8i, en partant Cune valeur de z comprise entre ces
Jimites, on attnbue ala variable 2 un accroissement
infiniment petit « , Ia fonction elle- méme recevra
pour accroissement la différence

Sf(z+a)—f(2),

qui déperidra en méme temps de la nouvelle va-
riable a et de la valeur de z. Cela p()sé la fonction
S () sera, entre les deux limites assignées a la el
riable z, fonction continue de cette variable , si ;
pour chaque valeur de z intermédiaire entre qes
ilmltes fa valéur: numériqué de Ta dxﬂ'erence ’

S(z+a)=f (-’«”) L
decroxt mdeﬁmment avec celle de . En dautres
termes, la ﬁnclzon (=) restera. continue par rapr

)
‘s

- -
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port & z-entre les limites données , st, ‘enire - ees
limites, un .accroissement ifgﬁniment petit de lava- .
riable produit toujours un accroissement mﬁmment
peat de la fonction elle-méme. '

On dit encore que la fonction f(x) est, dans
le voisinage d'une valeur particulicre. attribuée 2 .
la variable ., fonction continue de cette variable,
toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites
de z, méme tres-rapprochees , qul renferment Ip
valeur dont il s'agit. ‘ :

- Enfin, lorsqu'une fonction f(z) cesse d’étre con-
tmue dans le voisinage d'une valeur particuliére, de
la variable z, on dit qu'elle devient alors discon-
tinue, et quil y a pour cette valeur partlcubcre
solution de continuite.

D'aprés ces explications, il sera facile :de recon-
naitre entre quelles limites une " fonctioh donnée'
de la variable x est continue par rappokt & cette
variable. Ainsi, par exemple, la fonctibn sin. z,
admettant pour chaque valeur particuliérg dé'la
variable z une valeur unique et finie, sera cosativae
entre deux fmites quelconques de cette - v:mable,
attendu que la valeur numérique de sin. (—a.) et
par suite celle de la différence

sin. (.z'—q-v.) —_ sin.x=2 sin. (-'—q,) cos. (.r-i—la,)

decroxssent mdeﬁmment avec cellede a, quelle que
soit dailleurs la valeur finie que l'on attribue a
En général, si lon envisage sous le rapport de 4
continuité les onze fonctions simples que nonsavons

*

c
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considérées ci-dessus (chap. L, §. 2), savoir, . -
a+z, a—z, ax, —, x*, A*, Lz,
sin. T, cos.r, arcsin. T, arccos. T,

‘on trouvera que chacune de ces fonctions reste

continue entre deux limites finies de la variable z,

toutes -les fois qu'étant constamment réelle entre

ces deux limites elle ne devient pas mﬁme dans
Tintervalle. :

Par suite, chacum_: de ces fonctions.sera continue
dans le voisinage d'une valeur finie attribuée a la
variable 7, si cette valeur finie se trouve comprise
‘pour les fonctions ' -
a4+ x)

a—x

ax \. . A

PR } entre les limites...£ =—o00 , #==+-00;

sin. &

pour ‘fa fonction ‘ '
b g ° entre les limites . ..#—=—o00, =0, .

£ 2. entreleshmltes...x_.o x_.co,

four les fonctions
L(z‘) '} entre les limités... z=0, v=o00; -
enfin pour les fonctions

arcdin, & ( . . . fo s
- } entre les limites...z=—r1, r=-+T1.

aro cos. X
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Il est bon d'observer que, dans le cas o fon sup- .
pose.a =+ m (m désignant un nombre entier),
la fonction simple : ‘
Jonet e |
est toujours continue dans le voisinage d'une valeur
finie' de la variable x, pourvu que cette valeur soit
comprise ,. - . .
si a=-+m, entre les limites. .. 2=—o0, r=-+00
~( entre les limites...z=—0o0, z=0,
siaz'_'n';, " ou bien . :
entre les suivantes...z=0, r=o0,

Parmi les onze fonctions que 'on vient de citer,
deux seulement deviennent discontinues pour une
valeur de = comprise dans Fintervalle des limites
éntre lesquelles ces mémes fonetions restent réelles.
Les deux fonctions dont il s'agit sont

"2, et ¢ (lorsque a;='-'-§ m).

L'une et l'autre deviennent infinies, et par consé-
quent discontinues, pour x=o.

Soit maintenant

Sz, 9,3, ...)

une fonction de ‘plusieurs variables z, y,’z ...;
et supposons que, dans le voisinage de valetrs par-
ticuliéres X, ¥, Z .... attribuées a ces variables,
f(z, y, z ...) soit ala-fois fonction continue de z,
fonction continue de y, fonction continue de z, &c.
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On prouvera wisément que, si Fon désigne par a.‘;?-
C,wv... des: quantrtés infiniment petites, et si Ton
attribue & x, , 5 ... les valeurs X, ¥, Z...., oW
des valeurs trés-voisines, Ia différence

-l f bz, y+6, z+y)—f(2, ¥, ...
sers elle - méme infiniment petite. En effet, il ést
clair que, dans Thypothése précédente, les valéurs
numenques des différences

Flarany, 5 )= fl2 40 5 )
Sfa+a, y+GC, 2. W=flevra,y, 2.0,
- Sfle+va, y+€ Y . )—f(x+¢, y+€ . )
&eo..

decrontront mdeﬁmment avec celles des quantltea
variables «, @, ..., savoir, la valeur numenque
de Ia premiére dlﬁérence avec la valeur numérique
de o, celle de la seconde différence avee la valeur
numérique de €, celle de la troisiéme avec la va-
leur numérique de v, et ainsi de suite. On doit en
conclure. que la somme deé toutes ces différences,
savoir,

f(ox+a, y+G, z+«y,, ) —=f(x, yu 5 .0)
convergera yers la limite zéro, si a, €, 7 .... con-
vergent vers cefte méme hmlte En dautres termes,

(x—mz, y+GC, z+v. )
aura p_o.u.r limite _ o

Sz y,3.00) N
L&Pmposrtwn quon vient de démontrer subsigte’



L™ PARTIE. CHAP. FI. . $0
éviderment dans le cas méme on Pon établirait
entré les nouvelles variables o, €, ¥ ..... cer-
taines relations. It suffit que cesrelations permettent
aux nouvelles variables de converger toutes em
méme temps vers la limite zéro.

Lorsque dans la méme proposition, on remplace
z,Y, 3 parX Y,2..,etzr+a, y+C, Z+Y...
par z, y, %..., on obtient 'énoncé suivant,

1. THEOREME. i les variables =, y, ... ont
pour limites 1espectwes les quantités fixes et de-
terminées X, Y, Z..., et que la fonction f(=,y, z...)
soit continue par rapport & chacune des varzables
2,9, ... dans le vozsmage du systéme des valeurs
partzculzeres

" =X, y=Y, z__Z A
(z,y,z.. ) mapourlmutc ,[(X, Y,z -

Comme, dans ce second énonce, les variables « ,’
€, v ... se trouvent remplacees par z—X, y—Y,
1—Z, &c.. .., les refations quon pouvait établir,
dans le premier énoncé, entre «., C,vers pourront
étre établies, dans le second, entre les quantités
z—X, y—Y, z—Z; et il en résulte que la fonc-
tion f(z, y, . )aura pour fimite f(X, ¥, Z ...),
dans le cas méme oii les variables =, y, z....
seraxent asSu]ettles & certaines rehations , pourvu
que ces relations feur permettent de sapprocber
indéfiniment des liinites X, ¥, Z .... .

Supposons, pour fixer les idées, que z,y, 5.7



40 COBRS D'ANALYSE. .

soient fonctions d'une méme variable # considérée.
comme indépendante, et continues par rapport i
cette variable dans le voisinage de la valeur pm

euliére
t=T.

Si fon fait, pour plus de commodité,

[z, y,5...)=u,
u sera ce qu'on appelle une fonction composée de
la variable ¢; et, si

'X , Y’ Z oo U
désignent respectivement ce que deviennent
Z, Y, 5...8

dans le cas ou T'on suppose t=T, il est clair, dune
part, quune valeur de ¢ tres-voxsme de T fournira
pour u unte valeur unique et finie; dautre part, qu'il -
suffira de faire converger ¢ vers la limite T, pour

ue les variables z, y, z... convei'gent vers les
limites X, Y, Z ....., et par suite la fonction
u_.f(x,y, ..) versla limite U=f(X, Y, Z...),
On prouverait absolument de la méme maniére que,
si T'on attribue a £ une valeur trés-voisine de T, I
valeur correspondante de la fonction u sera Ia limite
de laquelle cette fonction sapprochera indéfiniment,
tandis que ¢ convergera vers la valeur donnée; et
Ton doit conclure que u sera fonction continue de £
dans le voisinage de £=T. On peut donc énoncer
le théoréme suivant.
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- 2.° THEOREME. Désignons par '
X, Y, B
plusieurs fonctions de la variable ¢, qus soient
continues par rapport a cette variable dans le
voisinage de la valeur particuliére t =T. Soient,
. de plus,
, X, Y, Z.. o
les valeurs particuliéres de =, y, =z . . correspons
dantes a t=T; et supposons que, dzms le voisi-
nage de ces valeurs particuliéres, la fonction

u=f(z, y, = vee)
soit en méme temps continue par rapport a =,
conlinue par rapport a y, conlinue par rapport a
z, &c...: u, considérée comme fonction de ¢, sera
encore continue par rapport a t dans le voisinage
de la valeur partzcultere t=T.

Sl, dans le’ théoréme précedent on reduxt les
quantités varxables r,y,%...4aune seule, z, on
obtiendra un nouveau theoreme, qu on peut énoncer '
comme il suit.

3. THEOREME. Supposons que, dans ¥équation

u=f(z), |
la variable = soit fonction d’'une autre variable i.
Concevons de plts que la variable = soit fonction
continué de ¢ dans le voisinage de la valeur par-
Kculiére t=T, et u_fonction. continue de = dans le
voisinage de la valeur- particuliére ==X corress
pondante a +=T. La quantité u, considérée comme
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Jonction de t, sera encore confinue par rapport i
cette variable dans le voisinage de la valeur pan-
ficuliére t=1.

Supposons, par exemple,

. .. u=ax et r=1¢°,

?

a désignant une quantité constante, et # un nombre
entier. On conclura du 3. théoréme que
) ) u=at"

est entre des limites quelconques de la variable t,(,
fonction continue de cette variable.
De méme, si Ton fait -

o ﬁ:i%—, x=sin. £, y =cos. {,
on conclura du 2.° théoréme que la fonction

H

" u=tang. ¢ -
est continue par rapport 4 # dans le voisinage d'une
valeur finie quelconque de cette variable, toutes leg

fois que Ia valeur dont il sagit n'est pas compme,
dans Ia formule

t—_:izkvr:.!——:-,

e

k désignant un nombre entier; c'est-a-dire, toutes
les fois qu'a cette valeur de ¢ correspond une valeur
finie de tang. £ Au contraire, la fonction tang. ¢
admettra une solution de continuité, en devenant

infinie , pour chacune des valeurs de ¢ eompnses
dans la formule précédente. ‘

< -Supposons- encore .
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U==a-+r+y+z+&e....
xz=bt, y=ct" &c.,..,
.. AT P |
a, b, o...désignant des quantités constantes. Alors,
u étant fonction continue de z, y, 5 ... entre des
Jimites quelconques de ces variables , et z, ¥, z...:
fonetions continues de la variable ¢ entre des limites;
quelconques de cette derniére, on conclura du
théoréme 3.° que la fonction _ .
uxa+bt+ct + &eo.. .
est elle-méme continue par rappopt i ¢ entre des
limites quelconques. Par suite, eomme #= o donne
u=a, si fon fait converger ¢ vers la limite zéro,
h fonotion % oonvergera vers la lmite a, et finira;
par obtenir le méme signe que cette limite ; ce: qui
waccorde avec le 4.° théoréme du §. 1.
Une propriété remarquable des fonctions conti~

~ nues d'une seule variable, c'est de pouvoir servir

& représenter en géométrie les ordonnées de lignes.
eontinues droites ou courbes. De ocette rémarque,
on déduit facilement fa proposition suivante.

4. THROREME. 8 la fonction f () est continue
par rapport a lavariable = entre les limites r=z,,
==X, et que Lon désigne par b une quantité inter-
médiaite entre f(=,) et f (X), on pourra tozgours
samfme & léquation

C @)=t

par une ou plusieurs valeurs reelles dex comprzse.s.
entre z, ¢t X.
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DéMONsrRATmN Pour établir a proposmo“n-
précédente, il suffit de faire voir que la courbe qui
. & pour équation

' y=f(=)
rencontrera une ou plusieurs fois la. droite qul s
pour equatxon
y="5

dans lintervalle compris entre les ordonnées qui
correspondent aux abscisses z, et X : or c'est évi-
demment ce qui aura licu dans Ihypothése admise..
En effet, la fonction f(x) étant continue entre les
limites z=1x,, =X, la courbe qui a pour équa-"
tion y=f(x), et qui passe 1.° par le point corres-
'pondant aux coordonnées x,, f(=z,), 2.° par le
point correspondant aux coordonnées X et f(X);.
séra continue entre ces deux pomts et, comme lor-
donnée constante & de la droite qui a pour équation
y=>b se'trouve comprise éntre les ordonnées f(z.)y
JS(X) des deux points que l'on considére, Ia droite
passera nécessairement entre ces deux poirits , ce
qu el/le ne peut faire sans rencontrer -dans {inter-
valle la courbe ci-dessus mentionnée.

On peut, au reste, comme on le fera dans Ia.
note Ill, démontrer !e '4.° théoréme par une mé-
thode directe et purement analythue qui a méme
Tavantage de fournir fa résolution” numérique de

l'équation
S(z)=6b.
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S 3. Valeurs mtgulwres des Fonctions dam guelquec
cas particuliers.

Lorsque, pour un systéme de valeurs attribuées
aux variables qu'elle renferme, une fonction d’'une
ou de plusieurs variables n’'admet qu'une seule va-

‘leur, cette valeur unique se dedult ordinairement
de [a définition méme de Ia fonction. Sil se pré-
sente yn cas partxcuher dans lequel la définition
donnée ne puisse plus fournir immédiatement fa
valeur de la fonction que Fon considére, on cherche
lalimite ou les limites vers lesquelles cette fonction
converge, tandis que les variables sapprochent n-
définiment des valeurs particuliéres qui leur sont
asswnees ‘et, il existe une ou plusieurs limites de
cette espéce , elles sont regardées comme autant de
valeurs de la fonction dans Ihypothése admise. Nous
nommerons.valeurs singuliéres de la fonction pro-
posée-celles qui se trouvent déterminées comme on
vxent de le dire. Telles sont, par exemple, celles
qu' on obtlent en attrlbuant aux variables des valeurs
infinies, et souvent aussi celles qui correspondent
2" des solutions de continuité. La recherche des
valeurs singuliéres des'fonctions est une des ques-
tions les plus importantes et les plus délicates de
lanalyse : elle offre plus ou moins de difficultés,
suivant la nature des fonctions et le nombre des
variables qulelles renferment.

Si, dwbord, on considére les foncttons simples
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d'une seule variable, on trouvera qu’il est facile de
fixer-leurs valeurs singuliéres. Ces valeuis cortes-
pondent toujours & Tune des trois hypothéses

) a':-co, x:o,..wz oo,
" et sont respectivement, - o

‘potir 1a fonction
B+Z (a designant ine quantité quelconque) 8--OOE=00 L, . 8 OG=-00}

W—% (adésignant unc quantité quelconque)  B—OO=-00. o-—(--oo):saoy

a désignant une quantité positive & X OOEECO, ', . 8 X — OO {5)
a désignant une quantité négative @ X OOI=—00 s, & i —OCAEdl ,

o o- b0
« désignant une quantité négative .3—=°»'g'==:#°°’“1;=°'-'
A ‘ oo~ o -0 s
‘« disifnant une quantité positive -+ 0es0.s O°ZEQ, OC‘ROO-
« disignant une quantité négative ««..eo. .. 000, O0°=0,,

5’ 9 »

A désignant un nombre sup. i l'anhié AP =p, :“'ﬁ-l » A% 22004, "
A desxgnsntun nombre inf. a!uhlte AP o500, A%, A% ueg, "
1a base du syst de lo‘ étant sup. i Tunje L(OM L(OG)&BO

o . .
% « désignant une quantité positive — =0, 3—-==:too, -—-:-,=p, -

Ia base étant inférieure & lunhé..s.:.. Lb)a—}-&. L{w)g—-w
sz, ..., sm.((——-co))=M(—-|,+|)) ) sin, ((oc))a:M((-—-;,q-;)),
cos.T...... c08.((—o)=M{—1,41}), cos,«op)).s/u((_.,_.. ).

La notation M (—1,~+- 1)) désigne ici, comme dans
les préliminaires , une quelconque des quamtités
moyennes entre les deux limites St

—1 et a1.

11 est bon d'observer que, dans le cas ,oil.r_lfm;
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sappose a==tm (m déslth uanombie enm);
4 fonction umple :

S

il
admct constamment trois vateurs singuliéres, savoxr,

iorsqne { m Gant um momibre Pf' (—co =00, c"=a, co"’:t:oc

a==-t+m | m éant impair (—Qo) =—OO, o"=0, oo™ "'90’
etlorsque ™ funtprir - (—00)™"=0, 0™"=00, °°"'—on
@=—m | m émnt impair - (—-OO)"'"==O {{ })“"siéo oo’ -—-0

.~ Considérons maintenant les fenctions composées
d'une seule variable . Quelquefois il est aisé “de
trouver lewrs valeurs singukicres. Ainsi, par exemple,
si Lon désigne par 4 un nembre entrer quelconque;
on reconnaitra sans. peme que I fonction composée

;_sm:
tang.r, cos. e e

w-ses valeurs smgulreres comprises Jans lcs teois

formules o
tang. {(oo)f=M ((—°¢’+OQ)I tang. ((: kwd: __>)=+°°’
ang o= Mo, H-00f); - L e

tandis que les valeurs smguheres de la fonctlon

mverse . .
e . e . e T nm
arctang % == ar¢ sin, ~=——.

: : T Y —et L
sont respectxvement e, o

T . : x !
m"fns-(—oo)=——-;-a sre tang. (o0} = —. .

Mais souvent aussi de semblabley questions pré-
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sentent -de véritables difficultés. Par exemple, on

n'apercoit pas immédiatement comment on pent dé

terminer la valeur singuliére de la fonction '
x )

lorsqu on y suppose z=0; ou celle de Ia fonctxon

L
X x?

Jorsqu'on prend z=co. Pour donner une idée des
méthodes qui conduisent a la solution des questions
de cette espéce, je vais établir ici deux théorémes
# laide desquels on peut, dans un grand nombre
de cas; déterminer les valeurs singuliéres que re-
_c;owent les deux fonctions -

L =7,
forsqu’on y suppose = oo
1.* THEOREME. S, pour des valeurs croissantes
de z, la différence
flz+1)—=f()

‘converge vers une certaine limite k, la fraction
S (=)
E 3

convergera en méme temps vers la méme limite.
DEMoNSTRATION. Supposons dabord que la
quantité k.ait une valeur finie, et désignons, par.¢
un nombre aussi petit que F'on voudra. Puisque des
valeurs croissantes de = font converger la différence

fl@w1)=f(2)
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vers la limite %, on pourra donner au nombre A
une valeur assez considérable pour que, x étant
egal ou supérieur a £, la différence dont il saglt
soit constamment comprise entre les limites

. k—g, ke
Cela posé, si Ton désigne par » un nombre entier
quelconque, chacune des quantités
S(h+1)—f(R),
f(h+z) —f(]H-l)
&ec....
S(h+n)—f(h+n—1 ),

et par suite leur moyenne arithmétique, savoir,
/
S{bim) —f(R)

n

se trouvera comprise entre les limites kA—¢, k+¢.
QOn aura donc

SUm=f () g

a étant.une quantité comprise entre les limités —e, .
-+ €. Seit maintenant :
h+n=uxz.
L equatlon precedente deviendra
(.l) . Slz)—f(h)

‘ . S =k+a,
et Ton en conclura
TOM. 1. D
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f@)=f(h)+ (z—h) (k+a),
(2) f(:) f('*) - ( __) (k+a).

De plus, pour faire croitre indéfiniment la valeur
de «, il suffira de faire croitre.indéfiniment le
nombre entier 2, sans changer la valeur de A. Sup-
posons, en conséquence, que dans l'équation (2)
I'on considére A comme une quantité constante, et
x comme une quantité variable qui converge vers
la limite co. Les quantités
’ L)

A
z ' z°?
renfermées dans le- second membre, convergeront
vers la limite zéro, et le second membre lul—méme

vers une limite de la forme
k+a,

a détant toujours compris entre —¢ et -+-¢. Par
suite, le rapport

fl=z)

x

aura pour limite une quantité comprise cntre £ —¢-
et & +¢. Cette conclusion devant subsister, quelle
que soit la petitesse du nombre ¢, il en résulte que
la limite en question sera précisément la’quantité £.
En d’autres tcrmes, on aura

(3)  dim L k= i [ f (o) [l

Supposons, cn second licu, k=occ. En désignant
alors par A un nombre aussi graad que fon voudra,
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on pourra toujours attribuer au nombre /4 une valeur
assez considérable, pour que,  étant égal ou supé-
rleur 4 £, la dlﬁ'erence '

fla+1)=f@),

qm converge vers la ixmlte oo, devrenne constam-
meént supérieure a H; et, en raxsonnant comme cj-
dessus, on établird la formule

LOam) =S (h) | gy

S; mamtenmt on pose A+ m=z, on tronvm, au
lieu de I'équation (2), la formule suivante

_Jf._(i> —f—(ﬂ +H(l-;i)’

de laquelle on concluru, eu faisant converger = vers
la limite oo,

La limite du rapport
’ Sf(z)
x
sera dori¢ supérieure au nombre H, quelque grand
quiil soit. ette limite supérieuré & tout nombre
assxgnabfe né peiit étie que infini pbsntxf
Stpposotss enfin £ = — 5. Pour ramietier ce
dernier cas au precedeat i mﬁ'n'a dobserver que,

lw différen¢e -
T flee)—fle)
ayant pzsur linkite— 5 , [a suivante
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Ao =]
aura pour limite +oc0 - On en conclura’ que la fimite
de ——,flx) est égale A + oo, et par suite celle de -
f(»*) '

a— oo,

COROLLAIRE 1" Pour montrer uné apphcatxon
du théoréme précédent, supposons

f(#)=L (=), ,
L étant la caractéristique des logarithmes dans un -
systéme dont la base surpasse [unité. On trouvera. - -

fleriflai=Le+)~Lia=L(1+ ),

' et par suite
k~L@+¢)—L )=o.

On peut donc affirmer que, venant a croxtre mdé-
finiment, fe rapport .

T 3

~

L(z)

;
y=-t

£
eonvergera vers la limite zéro; et il en résulte  que,
dans un systéme dont la base est supérieure a Fu-
nité, les logarithmes des nombres croissent beau- .
coup moins rapidement que les nombres eux-mémes.
COROLLAIRE 2.* Supposons, en second lleu, )

| - Sfle)=41, 2
‘A désignant un nombre supérxeur & l’unite'ai-OnT‘,
trouvera :

f(x-'-x)-—f(w)-A"" A=A (Ama)y
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et par suite - o

k=A4® (A-—- 1)=oo.
On peut don¢ affirmer que, = venant & croitre indé-
finiment , le rapport
R A=~

——

converge vers la limite oo ; et il en resulte qne
Uexponentielle 4, lorsque le nombre 4 surrpasse
Uunité, finit par croitre beaucoup plus rapzdement
que la variable

C?)ROLLAIRE 2.5 On doxt. observer,” au reste,
qlulny e lieu 2 chercher par le théoreme 1. a
valeur . durapport o L

&
correspondante & x=o0, que dais le cas oit Ia
* fonction f(x) devient mﬁme avec la variable
Si cette fonction restait finie pour z= oo , le rap:
port -ﬂf-)-— aurait évidemment zéro pour limite.
Je_passe au théoréme qui sert a de’terminér dans
“plusieurs cas la valeur de ‘

[f@]
pour z == oo Voicl en quoi il consiste :
2.© THEOREME. Si, la fonction f(z) étant positive
pour de trés-grandes valeurs de =z, le rapport

Ty

converge, tandis que = croit mdeﬁummt, vers la-
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limite k, Uexpression

[fl2) T
_ comvergera en méme tomps vers la méme limite.

DZMONSTRATION. Supposons d'abord que fa
quantité &, nécessairement positive, ait une valeur
finie, et desrgnons par ¢ un nombre aussi petit que
Fon voudra. Puisque des valeurs croissantes de
font converger le rapport -

Sflz=41)
f(=x)
vers {a limite £, on pourra donner au nombre ﬂ ane
valéur assez eonsldérable pour que, = étant égal oy
supérieur 4 %, le rapport dont il gagit soit comes
tamment compris entre les limites
k—e, ke

Cela posé, si Ton désigne par » \m nombm emm
quelconque, chacune des quantités

- flh4-) Sk ~2) f(R=-n) '
N R ) R e

et par suite feur moyenne géométrique, .savbir_a. -

Sf(h+n)
IO
se trouvera comprise entre les limites &-nc k& ~nfiy
On-guga, done .
3 [ {(h-bn)_ i
S (&)
a étant une quantité comprise entre les limites —¢,
~+ ¢, S0 maintenant - e

::k—i-q.,
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' han=a :
L'équation précédente deviendra:
“fle) 1=E
(4) ['f"(h) =k+a,
et fon en conclura

f) =) (Rrayhy
) @) =0} (k+a)”= |

De plus, pour fsire croitre indéfiniment la vileur de
x, il suffira de faire croitre indéfiniment fe nombre
entier 7, sans changer la valeur de k. Supposons, en
conséquence, que dans Féquation (5) lon considére
Fk comme une quaatité constante, et =+ comme une
quantité variable qui converge vers la limite co.
Les quantités

\-
H K

WY, =2
renfermées dans Ie second membre, convergeront
vers la limite 1, et e second membre lui-méme vers
une limite de la forme

ke,
« étant toujours eompris entre — ¢ et + €. Par
suite, Pexpression

A=) 1 |
aura pour limite une quantité comprise entre £ —¢
et k+¢. Cette conclusion devant subsister, quelle
que soit la. petitesse du nombre ¢, il en résulte que
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Ia limite en question sera précisément la quantité&.
En dautres termes, on aura '

. : . L g, SlzA41)

6 lm.[f()]F =k =1lm LCL, |

Supposons, en seeond lien, fa quantité £ infinie,
cest-a-dire, puisque cette quantitéest positive, F=oo.
En désignant alors par H un nombre aussi grand
que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au
nombre % une valeur assez considérable pour que,
z étant égal ou supérieur a 4, le rapport

£z 1) '
f(=) >

qui converge vers la limite oo, devxenne constam-'
ment supérieur & H; et, en ralsonnant comme d-

d%sus on établira la formule

[fﬁgy)] > H.

Si maintenant on pose 2 +n=ux, on troavera, au
lieu de Téquation (5), fa formule suivante

L 1 1k
@) >[f(R)1"H >
de laquelle on conclura, en faisant converger & vers
1a limite co , :
lim. [ f(2)]" > H.

La limite du rapport

Lf() I -
sera done supérieure au nombre H, quelque grand

[
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. qu'il soit. Cette limite, supérieure.a tout nombie
assignable, ne peut étre que l'infini positif.

Nota. On pourrait facilement démontrer Téqua-
tion (6), en cherchant par le théoréme 1.% la limite
vers laquelle converge le. loganthme

H f()

Lif(=)]F = |
et repassant ensuite des loganthmes aux nombres.

COROLLAIRE 1" Pour donner une application
du 2.° théoréme, supposons '

flz)==;

. on aura
Slz+1) __ &41 1
el e =T
et par suite, en passant aux limites ,

k=1.

Donc, si I'on fait croitre indéfiniment la variable x,
Ia fonction :
T
convergera vers la limite 1. ,
COROLLAIRE 2.° Soit, en second Ileu,

f(.z') =ar®*+ bx™ +~cax™* + &c.... =P,

en sorte que P désigne un polynome en = du degré
g 3 On trouvera

/(-‘-H) (H— ) 5(1—&- ) -+ (l+ )M+&c

f(:) = g +z‘+&qp .
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et, en passant aux limites,

l‘:: _a_ =1I.
Si donc P représente un polynome entier quel-

conque , P~ aura pour hmxte I.
CoROLLAIRE 3. Soit enfin
: - f(x)=L (). '
On trouvera '
Slz41) L) L(’)""’L(' +%)
J(=) T L(=) T L (=)

+1)
(£ °? .

=1+
et, en passant aux limites ,

k=1.

Par suite, [ L (» )] a encore pour Ilmlte Tunité.
Les théorémes 1.* et 2. subsistent évidemment
dans le cas méme ou la variable . est considérée
comme ne pouvant admettre que des valeurs ene
ticres. Enr effet, pour rendre applicables & cecas
part!eul:er les démonstrations que neus avons den-
nées des deux théorémes, il suffit de concevoir que
In. quantité désignée par % dans clracune de ées
démonstrations devienne un mombre entier ‘trés-
considérable. Si, dansle méme cas, on représente les
valeurs successives de la fonction f(z) correspon-
dantes aux diverses valeurs enti¢res de z, savoir,

[
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F() f(2), £G) -eeee Sfm)s E

_ A, 4., A, ..... A,
on obtiendra & la place-des théorémes 1. et 2.°
" les propositions suivantes. : o
3. THEOREME Si la suite des quantites

A,, A, A ..... A, &c....

est telle que la difference entre deu.z: termes con-
sécutifs de cette suite, savoir,

Al+l - A
converge tonstamment, pour des valeurs crowsantes
de n, vers une limite fixe 4, le rapport
A

n

par

i

)

convergem en méme temps vers la méme limite,
4 THﬁOREME Si la suite des nombres
A, A, A, ... A,, &e. ...
cst telle que. le rappart entre deux termes consés
cutifs, savoir, . f

Au-t
4,

converge constammcnt, pourdesualeurs crozswates
de », vers une limite ﬁ.re 4, Veapression

(A, )"'
conbergera en méme lompa vers lo méme Emite.
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Pour montrer une application du dernier théoréme,
supposons
i A,,:I.Z_.;...n. )
La suite A,, 4., ... &c. ... deviendra |
1, 1.2, 1. 2.3, &c... 1.2.3 .. (n-—x)n,&c.:;

et le rapport entre deux termes consecutxfs de Ia
méme suite, savoir,

’ A;_". — l.z.x‘...n(ﬁ"‘") —n+ ‘_.;
- 1:2.3...n - c

convergera évidlemment, pour des valeurs crois-
santes de », vers la limite oo. Par suite, I'expres-
sion ’ . '

LY

(4, ); =(1.2.3... n)
converge vers la meme llmlte

Al

On’ trouveralt ‘au contran'e que l’expresslon

()

converge pour des valeurs croissantes de n , vers
la fimite zéro. '
Souvent, a laide des théorémes 1.*" et 2. ‘,~ on
peut déterminer la valeur smguhere que regont une
fonction composée de la variable z, tandis que cette
~ variable s'évanouit: Ainsi, par exemple, si Yon: veut
" obtenir la valeur singuliére de z* correspondante &
x=o0, il suffira de chercher la limite vers laquelle
converge, pour des. valeurs ¢roissantes de z, l'ex+

1
n
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presslon (—~) = —. Cette llmxte en vertu du
x x
théoréme 2.* éoroﬂaxre 1.57), est égale a Punité.

" De méme, “on conclurait du théoréme 1. (corol-
faire 1 ") que la fonct!on

<L ()
s'évanouit avec la variable .

Lorsque les deux termes d’'une ﬁactum sont des
quantztés »gﬁmment petites, dont les valeurs nu-
mériques décroissent indéfiniment avec celle de la
variable a, la valeur singuliére que recoit cette
- fraction, pour a = o, est tantst finie, tantot nulle

ou infinie. En effet, désignons par &, & deux cons-
tantes finies qui ne soient pas nulles, et par ¢, ¢’
deux nombres variables qui convergent avec a vers
1a limite zéro. Deux infiniment petits, 'un de fordre
n, Tautre de Pordre ', pourront étre représentés
- Tespectivement par '

ka*(1ke), A'a*'(1£e’);

et leur fﬁppprt' , savoir, ’

Fav(1ke¢) K _azkd - ¥ a1
R Ok 1E xat T EgE T

b

.
]

aura endemment Pour [lmxte
i —fw, itsi Pon suppoae e Al=mn,
o; j'éi"l’on'supposef > m,
oo, - silonsuppose. = #' <=
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.On prouverait de méme que la limite vers laquelle
‘converge le rapport de deux quantités- :'qﬁnimerit
grandes, tandis que leurs valeurs numériques crois-
sent indéfiniment avec celle d'une méme variable =,
peut étre nulle, finie, ou infinie. Seulement, cette
limite a un s1gne déterminé,, constamment égal au
produit des signes des deux quantités que 'on con-
srdere

- Parmi les fractlons dont les deux termes coniver-
gent avec la variable « vers la hmxte iéro on doit
placer la suivante

f(-t—'—d)—f(x)

toutes les fois qu on attrxbue é la variable = ‘une
valeur dans le voisinage de laquelle la fonction f(x)
reste.continue. En effet, dans cette hypothése, Ia

différence
f(rx+a)—f(z)

est unc quantité infiniment petite. On peut méme
remar quer qu ‘elle est en général un infiniment petit
du premier ordre, en sorte que le rapport

Liara)— 1)

converge ordinairement , tandis que Ia valeur nu-
mérique de diminue, vers ure limite finie diffé-
rente de zéro. Cette limite sern, par exemple,

2z, si l’on,.prend flz)=2"
et -.-.-%—, si fon prend f{x) =
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Dans le cas particulier oii Ton suppose =0, le

(rta) —f(a¥
e .

rapport ! se réduit a cet autre

S(a)—f(0)

s
Parmi les rapports de cette derniére espece nous
nous bornerons ici a considérer le smvant

sin. «
a

Comme il peut étre mis sous la forme
sin. (—a) *
—_— !’ .

sa limite restera la méme, quel que soit le signe de
a. Cela posé, concevons que Yarc « regoive une
valeur positive trés-petite. La corde de l'arc double
2 a étant représentée par 2 sin.'a, On aura évidem-
‘ment 2 & >2sin. &, et par suite ’

. > sin. d.

De plus, la somme des tangentes menées anx ex-
trémités de Farc 2« étant représentée par:2 sng. &,
et formant-une portion de polygone qui enveloppé.
cet arc, on aura encore ztung %> 32d, et par
conséquent

tang. o > a. -

En réunissant les deux formules qu'on vxent d’etx-
blir, on trouvera

sin. @ < & < tang. @ ;

puis,, en reméktant pour tang. a ‘sa valeur,
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Csim € < sin. &«
s, cos. & ’
et par suite
1< — !
sin, & cos. a '
' in. @ : :
1> nma > cos., .

Or, tandis que « diminue, cos. & converge vers
Ja limite L: il en sera donc de méme a fortior: du

rapport tou}ours compris entre I et cos. &}
en sorte qu on aura '

(7) - .lim.-fi—"—'-i-=1. L

a - . .‘..‘AA

La recherche’ dés limites vers !esquelles convergent

les rappoﬂ;s f”’"‘;)“‘f x)  f(2)—=f(o)
des principaux objets du caicul mﬁmteSImal, nous

ne nous y arréterons pas davantage.

Il nous reste & examiner les valeurs singuliéres
des fonctions de plusieurs variables. Quelquefois ces
valeurs sont complétement déterminées, et indé-
- pendantes des relations que. l’on'poum'aitétabiire'ntre ’

les variables. Ainsi, par exemple, si fon désigne pat

étant un

-y

2, € =y,

 quatre variables positives, dont les deux prerhiéres ]
convergent vers lIa limite zéro, et les deux derniéres
vers la limite oo , on reconnaitra sans peine que les
expressions

@ Yy
"_Cf, Y, 5 g &7 7,
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ont pour limites respectives )

©, 0, b, oo, 0, oo.

Mais fe plus souvent la valeur singuliére d’ une fonc-
tion de plusieurs variables ne peut étre entiérement
déterminée que dansl¢ cas particulier ou, en faisant
converger tes variables vers leurs limites - respec-
tives, on établit entre elles certaines relations; et,
tant que ces relations ne sont pas fixées, la valeur
singuliére dont il sagit est une quantité ou to-
talement indéterminée , ou seulement assujettie &
rester comprise entre des limites connues. Ainsi,
comme on I'a remarqué plus haut, la valeur singu-
litre a laquelle se réduit fe rapport de deux variables
infiniment petites, dans le cas ou chacune de ces va-
riables s'évanouit, peut étre une quantité quelconque
finie, nulle ou infinie. En dautres termes, cette
valeur singuliére sera complétement mdéterminée.
Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on
considére deux variables infiniment grandes, on
trouvera que le rapport de ces derniéres, tandis
‘que leurs valeurs numériques croissent indéﬁniﬁnent,
oonverge encore vers une limite arbitraire, mais
‘positive ou négati've suivant que les deux variables
sont de méme signe ou de signes contraires. H- est
ent facile de Sassurer que le produit dune
variable infiniment petite par une variable Infiniment
grande & pour limite une quantlte complétement
indéterminée.
Afin de présenter une derniére nppkcat:en des
TOM. 1. E
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principes qu'on vient d'établir, cherchons qu_éﬂa
valeurs il faut attribuer aux variables = ct y pour
que la valeur de la. fonction

, y* -
devienne indéterminée. Si Ton désigne par 4 uh
nombre supérieur & ['unité, et par L la caractéris-

tique des logarithmes dans le systtme dont 1a bu&
est 4, on aura évidlemment

- -

y=AL(7)'
et par suite

2 L (5

¥ = x .

Or, il est clair que T'expression
L(v)

A7 .
convergera vers une Timite mdetcmunée lm~sque
le rapport .
: L(y) S T

&

convergera {ui-méme vers une semblable limite, ce
qui arrivera dans deux cas différens, savoir, 1.°lore-
que L J) et  seront deux quantités infiniment
petites, cest-a-dire, lorsque z et y auront, pour
limites respectives o et 1; 2.° lorsque L (y) ets
seront deux quantités infiniment grandes, cest-a-
dire, lorsque z ayant une limite infinie, y aura pour_
limite o ou co. Il est bon d'observer que, dans ua
et l'autre cas, la limite indéterminée de I'expression
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. L ( 2
A+ = 3/ *
sera nécessairement pantxve Il peut méme arrivel
que cette mite soit assujettie & demeurer comprise
entre les valeurs extrémes o et 1, ou bien entre
les- suivamtes, 1 et co. Comcevons, par exemple,
que chacune des variables x et y converge vers fa
limite 0. Dmasce cas , la limite du Tapport s

L (y)

etant une quanflte posmve quelconque, celle de
) . Iu) . '
.'/ F —="A = ne pourra étre qu’ une quantlte'-

moyenne entre 1 et co. Cette moyenne sera daﬂ-
leurs indéterminée , tant que lon n'établira pas
entre les variables mﬁmment grandes x et y de

relation partlcuhere. Mais si fon  suppose
| y=/(2),

f (=) désignant une fonction qui croisse indéfini-
‘ment avec la variable .z, alors a moyenne dont il
uglt, nétant autre chose que Ia fimite de -

)T

obtiendra une valeur déterminée, que T'on pourra

. souvept calculer a Paide du theoreme 2.°

Si, wa lien:de la fonction y*, oh eit considéré
o’ sujvante ' ‘
) . v,
on aurait trouvé que cette derniére devient indéter-

L

E
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minée, 1.° lorsque la variable y econverge vers la
limite 1, et la variable = vers I'une des suivantes,
— o, + oo ; 2.° lorsque, la variable = ayant zéro
pour limite, y converge vers zéro ou vers l'infimi
posmf

Quelquefois on rencontre dans le calcul des ex-
pressions singuliéres qui ne peuvent étre considérées.
que comme des limites vers lésquelles convergent
des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces
mémes variables deviennent infiniment petites ou
infiniment grandes, ou méme, plus généralement,
convergent vers des limites fixes. Telles sont, par
exemple fes expressions :

° oo . ) .
OXxO0, e 00 X 00 , pg ) OXo0, 0, 1, &e....

- .parmi lesquelles on doit regarder les deux premiéres,
comme les limites vers lesquelles convergent le pro-
duit et le rapport de deux variables infiniment pe-
tites, les deux suivantes comme les limites duproduit
ét du rapport de deux variables positives infiniment.
grandes, &c. ... Si 'on considére en particulier fes
'expressions singuliéres que produisent les fonctions

z+Y, 2Y, 4 ¥ ?/"

'\ on trouvera que les valeurs de ces mémes expres-
sions, lorsque les variables restent indépendantes,

. peuvent étre aisément fixées par ce qui précéde. Les
équations qui serviront a déterminer ces valeurs
seront respectivement '
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_pour Ia fonction
Z+Y... 00 4+ 00=00, CO—COom M (=00, + ®);

’ )
foxor==0, Ox00=0x—00=M(—o00, +00);

:ya-v’ .
s OxXOO=—~00%=00=00, OOX =00~ Q0; -
. 0 [ ) :
l. aau«—oo,m», ;a ..2..=°,.°_=3..6—-=5t'&,‘

¥y ""loo —o 00 =00 - .
§='—=M«O, w)), —'—'=—5“?—=$M«'—”, 0»3

« f[o=00'=M(o, o), 0c®*=0cc"®=0,
y oo o ¥ =c0®=00, 1P =1"®=M(o, c0);

I I 1 1
. 0°=00°==0 ou 00, 0F =c0~% =M(o, 1)
H

y e . ' 3
(o™ mooT =M{s, o)), 15=M(o, o)
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minée, 1.° lorsque la variable y eonverge ve
limite 1, et la variable x vers I'une des suivimem
— 00, + oo ; 2.° lorsque, la variable z &

pour limite, y converge vers zéro ou veu
posmf..

Quelquefo:s on rencontre dans le cala
pressions singuliéres qui ne peuvent étre coul ~
que comme des limites vers lésquelles cﬁ‘
des fonctions de plusieurs variables, tandis -
mémes variables deviennent infiniment pe~—._
infiniment grandes, ou méme, plus génére—
convergent vers des limites fixes. Tel!el 8
exemple, les expressions S S

o acd
OXO, ";" wxm’ a,_ OXOO, O., ‘,_'\.‘”

.parmi lesquelles on doit regarder les deux
comme les limites vers lesquelles converge
duit et le rapport de deux variables lnﬁl
tites, les deux suivantes comme les limites
ét du rapport de deux variables positives
grandes, &c. ... Si 'on considére en pa

"expressions singuliéres que produisent,l

x-{-y, TY, g ¥y, y'

'\ on trouvera que les valeurs de ces me

sions, lorsque les variables restent inc

. peuvent étre aisément fixées par ce qui

équations qui serviront a déterminex
seront respectivement
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CHAPITRE ITL

Des Fonctions symétriques et des Fonctions. alter
nées. Usage de ces fbnctions pour la résolution
des équations du premier. degré & un nombue
guelconque d'inconnues. Des Fonctions hamo-
goénes.

§. 1. Des Fonctions symétriques.

UNE fonction symetnque de plusieurs quantités
est celle qui conserve la méme valeur et le méme

signe apres un échange quelconque opéré entre Ces
. quant!te% Ainsi, par exemple chacumedes fonctlons

x+y, x?+y, XY 3, sin. T+ sin. Y+ sin. 5, &e...
est symétrique par rapport aux variables quelle ren<
ferme, tandis que

r—y, 2%, &ec.... .
sont des fonctions non symétriques des variables &
et y. De méme encore

b+c, b*+¢* be, &c...
" sont des fonctions symétriques des deux qmmtrtes
b, c; :
b+c+d, b*+c*+d', be+bd+ed, bed

‘sont des fonctions symétriques des trois quantités
b,c,d, &ec....
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Parmi 1s fonctions symétriques de’ phsieurs

quantités b, c...g, &, on doit distinguer celles-qui

servent de coefﬁc‘iens aux diverses puissances de a
.~ dans le développement du produit '

(a-=:5) (a—e)..... (a—g) ('cfé-‘k)',

et dont fes propriétés conduisent & une solution trés-
élégante de plusieurs ¢quations du premier degié .
entre 2z variables z, y, z...u4, v, lorsque ces équa-
tions sont de la forme

f L+ Yy 4+ 3 ..+ u o=k,

6t by v cz+...+ gurho =k,

(x) a’x-&-lg'y-g CZ g kv==Fk,, .

\ 8" 2+0" Y- - g U R =R

‘En effet , soient

n—3

A, =bc+...+bp+ bt .. +cg+ch+..+ gk,

A, =—(b+rer&e....+g+h),

A;;;'-ibc.'...gh'

les fonctions symétriques dont il sagit, en sorte
qu on ait

a*’ +A 8"+ +A.a+A=(a—b)(a—c)(a—d)...

Si, dans cette derniére formule, on remplace suc-
gessivement a par b, par cp 8. ..., par g, par k,
on trouvera
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b+ A, b v &e....+Ab+ A4, =0,
A, & +Ad ¢+ A, =0,

&+ Aa_‘g"’"-i—&c +A,g+zf.--0.

[ +A,,_, A &, ..+ A h+A.—-o. B

Si 'on ajoute ensuite membre & membre fes &
tions (1), aprés avoir multiplié le premiére par A.,
Ia seconde par A4, , &c..., Favant-derniére par 4,_,,
et fa derniére par Iunité, on obtiendra la suivante
(a4, 0 +&e...+A,ax 4)> .
=k, A,k _ & .. A k<A k;

et Ton en conclura

(2) z = ‘
by (b= -|1¢+la)’r.._;l-(6c A-bg-+-bh..+cg4ch.. +gh)k,._,-—&e tbcwﬂj.
(a—b)(@~e). ...\ (@—g)(a—4h).

On déterminerit par un procédé anaiogue fes va-
leurs des autres ineonnues v, z ... »,

Lorsque, dans les equatmns (1), on substxtuc aux
eonstantes.

b, k, Kk ..k

les puxssances entiéres successives d une méme qua.n«
tité &, savoir,

=1, k, .k."... /2N

fa valeur trouvée pour = se réduit a ST

-1 9
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G) == (k—3) (k—e)....(k—g) (k—4k)
(6—2&) (a—c). ..(a—g) (a—b) °

§. 2.° Des Fonctions alternées.

Une fonction alternée de plusieurs quantités est
celle qui change de signe, mais en conservant au:

signe prés la méme valeur, forsqu'on échange deux
de ces quantités entre elles; en sorte que, par une

suite de semblables- échsmges » 1a fonction devienne -
alternativement posntwe et négative. D'aprés cette

définition ,
r—y, vy'—2'y, L(%), sin.x—-'sin. y, &c...

sont des fonctions alterx;ées des deux variablgs x
et y,

(z—y)(#—2)(y—2)

est une fonction alternée des trois variables z, y,

z; et ainsi de suite.
Parmi les fonctions alternées de plusieurs va-

riables

r,Y,3...u,v,

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et en-

tiéres par rapport a chacune de ces mémes variablfes.
Supposons une semblable fonction développée et

mise sous la forme d’'un polynome. Un de ses termes, .

pris au hasard, sera de la forme .
ka?y?z" ..o uw' o',

e

~
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Prgsr...s, ¢t désignant des mothbres ¢ntiers, ét
k un coefficient quelconque De plus, la fonction
devant changer de signe-,-mais conserver au signe
prés la méme valeur, aprés échange mutuel des
deux variables z et y, il faudra de toute nécessité
qu'an terme dont il sagit corresponde un sutre
terme de signe contraire. )

dedult du premier en vertu de cet echange La
fenction se composera donc de termes alternative-
ment positifs et négatifs, qui, réunis deux a deux,
'produiront des binomes de la forme

kP yfiz” . w v —kaly? s .. w0
=k(ary!—x7y?)z" ... 0"
Dans chaque binome de cette &spéce, p, ¢ seront
nécessairement deux nombres entiers distincts Tun
de Tautre; et, comme la différence
x? y? —_— 21 yl’
est évidemment divisible par y—z, ou, ce qui re-’
vient au méme, par x —y, il én résulte que chaque
binome .et par suite la somme des binomes ou la.
fonetion proposée sera divisible par
*x (y—ux).
Comme on peut dailleurs, dans les raisonnemens

qui précédent, substituer aux variables z et y deux
autres variables quelconques = et.z, ou y et z, &e..,



L™ PARTIE. CHAP. ML 75
on obtiendra déﬁmﬂvement les conclusions sui-
vantes. :. . :

1.’ Une fonction alternee, mais; enhere de phn
sieurs vatiables 2, ¥, 2 ..,.. w, v, est camposde
de termes alternativement positifs et négatifs, dans
chacun - desquels les diverses: variables ont tomtes
des exposans différens ;, A

- 2.° Une semblable fonction est divisible par le
produit des. dlﬁ'erences C

(= (y—z), = (z—-—.z')“, e (‘u_"x}’ + (v— x) ,
£(z—y), .. (u—y), =(v—y),
(e~ & ... (u—2), £fv—2z),
' '  &e.....

S *=(v—u),

1

: prlses chacune avec tel s:gne que Ton voudra.

Le produit dont il est ici question, ainsi qu'on
peut aisément le recomnaitre; est lui-méme une fonc-
tion: alternée des variables que f'on consuiere Pour -
Je prouver, il suffit de faire voir que ce produxt
change de signe, en conservant au signe pres la
méme valeur, aprés P'échange mutuel de deux va-
riables, z ct y par exemple. Or en cffet, suivant
que I'on adopte pour chaque différence le signe +
ou le signe —, ce produit se trouve égal soit & +P,
soit & — P, la veleur de @ étant déterminée par F'é-
quation . : _
[V ¢ = :

" (38 G (a0 x (a-y) Lo} pdx... *(Hﬂ



76 COURS D'ANALYSE. -

et, comme il est évident que cette valeur de @ change
seulement de signe en vertu de l'échange mutuel
des variables.z et y, on peut conclure quil en sera
de méme d'une fonction équivalente sout L 4+Q,
s0it & — Q.

Concevons, pour fixer les idées, que Ton prenne
chacune des différences (1) avec le signe +. Le
produit de toutes ces différences sera Ia fonction @
déterminée par lequatlon (2), ou, ce qux revxent
au méme, par la suivante

G - 9= .
(y—=) x (3—=) (5---3!)x vorex (0—32) (v—y) (v—5).....(v—8).
Si, de plus, on appelle n.le nombre des variables
Z,%,% ... 4, v; n—1 sera évidlemment le nombre
des diﬂ'érerioes qui renferment une méme variable:
et par suite, dans chaque terme de la fonction @-
développée et mise sous la forme d'un polynome,
I'exposant d'une variable quelconiue ne pourra sur-
passer n—1. Enfin, comme dans un méme terme
les différentes variables devront étre affectées dex-
posans différens, H est clair que ces divers exposans

seront respectivement égaux aux nombres

Oy I, 2, 3, ..... n—1I.

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coef-
ficient numérique, sera donc équivalent au produit
des diverses variables rangées dans un ordre quel--
conque, et respectivement élevées aux puissances
marquées par lesnombres o, 1, 2, 3,~.. #—1. On doit”

I
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ajouter que chaque produit de cette espéce se trou-
vera. compris une seule fois, tantdt avec le signe +,
tantdt avec le signe —, dans le développement de
la fonction @. Par exemple, le produit -

Ly, et o™
ne pourra étre formé que per la mnltprcatlon des

premiéres lettres des facteurs binomes qui compo-
sent fe second membre de I'équation (3).

A T'aide des principes que nousvenons d'établir, -

il est facile de construire en entier le développement
de la fonction @, et de démontrer ses ‘diverses pro-:
priétés [ voyez a ce sujet la note IV ]. Nous allons
maintenant faire voir comment on se trouve conduit,

" par la considération d'un semblable développement,
% la résolution des équations générales du premier
degré a plusieurs varmbles

Soient ‘
‘ ra,.@f+b,y+c.z+ oo+ gu+h v =£k,,
a8, z+b,y+c,z+...+~guvh o=k,

(4) a.z+b.y+ez+. . -|_-g;_u+h,v='k

2?

| @i+ y ey g b, v=k,
n équutiong linéaires entre les 7 variables ou incon-
nues

x, Yy, % ...u4,v,

et les constantes
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@&, b, ¢, &e.... g, 'k, %,
a, b, ¢, &.... g,k f,", -
a, b, ¢, &c.... g, A, ko

a,;_x ? by;—x ’ ca-x ’ -A gn—x ’ hn—-l ! kﬂ—l ’

choisies arbm'alrement Relmsentons, ep outre, par
P cé qué devient la fonction ¢ lorsqu on y rem:
place les variables _
X Y, B U,y
par les lettres . o

: T a, b c... &,
considérées comme antant de nouveﬂes qﬁ:i’ntxtés'
en' sorte qu ‘on ait

(5 P=

(4—a) x (e—a) (e—b) x. . .x (h—a) (I;-—b) (h—c)..i..(]c'—gf._).

Le produit P sera la fonction alternée la p{us
simple des quantités a, b, c ... g, k; et, si on
développe cette fonction par la muhiplication algé-
brique de ses facteurs binomes, chaque terme du.
developpement sera equxvalent au srgne prés, au’
produit de ces mémes quantités rangées dans un
certain ordre, €t respectivement élevées 4 des puis-
sances marquées par les exposans o, 1, 2, 3y.-n—I.
Cela posé, concevons que dans chaque terme on
remplace les exposans des lettres par des indices,
en écrivant, par exemple,
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au jien du terme - _

&b ... gtk
et désignotis par D ce que devient alors le dévelop-
pement du produit P. La quantité D aura évidem-
ment, tout tomme le produit P, la propriété de
changer de signe, lorsqu’'on échangera entie elles
deux des lettres données ,-par exemple, les” deux
lettres @ et b. 1 est aisé d'en conclure que Iz valeur
de D sera réduite a zéro, si l'on écrit dans tous ses
termes la lettre b a la place de la lettre @, sans
écrire en' méme temps a A Ia place de &, Il en serait
de méme si I'on écrivait par-tout 4 a place de la
lettre @ Tune des lettres c.... g, A. Pur suite, si®
dans le polynome D), on désrgne 1a somme des termes
qui ont @, pour facteur commun par 4,a,, la
sommne des termes qui renferment le facteur @, par
A.a,, &c.....; enfin la somme des termes qui ont
pour facteur a,,_, par A, .a,.., en sarte que fa
valeur de D soit donnée par Iéquation

(6) D= .A,a,+A,a,+A,a,+&c...+A,,__‘ a,.,,
on trouvera, en ‘écrivant successivement dans le

second membre de cette équation-les lettres. d, c...
&, h, &la place de la lettre 4,

o=Ab+Ab+Ab+.. .+A,_, b;,_, ,
o=A°c.-+A,c,+A.c,+....+ A cory
&e..... . ’
o-'—-A go-i—A g+A.g.+.. +A,,_,g’,,_. ,
o=Akb+Ahb+Ahl+...+A_ R,
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Supposons maintenant quon sjoute ‘membré & -
membre les équations (4), eprés avoir multipfié s
premiére par A,, la seconde par 4,, la troisiéme
par A, ... la derniére par 4, ,. On verrs, dans cette
addmon, les coefficiens des inconnués y, z ... u, v
disparaitre d'eux-mémes en vertu des formules (7
'et Ton obtiendra définitivement Téquation

Dz=4A, lc +A kA k&AL K,

de laquelle on conclura -

. (8) . &r= Akg+ Ak +A, kDﬂ—&c +4‘._‘ &,‘_, ,

Comme dailleurs des deux quantités
D et Ak +Ak +Ak+....+A_ k,_,

Ia premiére est ce que devient le développement
du produit

(b—-—a)x(c—-—a)(c-—b)x...x(h—a)(M)(hfc);.(h—g)-,

lorsque'dans ce développement on remplace les ex-
posans des lettres par des indices, et la seconde, ce
que devient la quantité D, équlvaiente au second
membre de la formule (6), loquu on y substitue la
- lettre £ 4 la lettre @; il en résulte que la valeur de
x peut étre censée déterminée par I'équation

) z=

(b—k) x (k) (c—28) x...x (hek) (h—b) (h—t) ...(h—g)
(b—a)x(c—a)(c—b)x...x (h—a)(h—0b)(h—c)...(h—g) '

. i

pourvu que l'on convienne de dévelbppgr les deux
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termes de la fraction qui forme le second membre,
et de remplacer dans chaque développement les
exposans des lettres par des indices. La valeur que
Péquation (9) prise a la lettre semble fournir pour
linconnue x, n'étant pas exacte et ne pouvant le
devenir que par suite des modifications énoncées,
est ce que nous nommerons une valeur symbolique .’
de cette inconnue. '
La méthede qui nous a conduits a Ia valeur sym-
bollque de .« fournirait également celles des autres
inconnues. Pour montrer une apphcatlon de cette
méthode , supposons qu'il saglsse de résoudre les
equatmns linéaires '

axr +by+cz=k,
(10) a,x+by+cz=rk,
axr+by+c.z=k.

On trouvera dans cette hypothése, pour la valeur
symbolique de Iinconnue z,

_ (b—R)(ce—k)(e—b)
(11) &= (b—a)(c—a)(c—b) ,
S N ey ey
a°b'c‘-—a°b"c‘+a'b‘c°— a'6°c* + a*b°c'— a*bic® ? -

et par suite, la valeur véritable de la méme incon-
nue sera ’

kob.e,—kob ckb,co—hkboc,+k boe—~k be,
a.b,c,—ab,ctab co—abye,+a,be—abe,

(12) z=

Nota. Lorsque, dans les équations (4), on rem-
place les indices des lettres @, b, c ... g, &, & par'des
TOM. 1. F
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exposans, la valeur symbolique de = donnée par
I'équation (g) devient évidemment la valeur véri.
table, et coincide, comme on devait s’y attendre,
avec celle que fournit la formule (3) du §. 1.”

§. 3.° Des Fonctions homogénes.

Une fonction de plusieurs variables z, y, z ...
est homogeéne, lorsque, ¢ désignant une ‘nouvelle

. variable indépendante des premiéres, le changement

de z en tx, de y en ty, de z en ¢z ... fait varier
cette fonction dans le rapport de Funité 4 une Juis
sance déterminée de ¢; et 'exposant de cette puis-
sance est ce quon nomme le degre de la fonction

homogéne. En d'autres termes, '

flz, 9,2 ...)

sera une fonction homogéne du degré a par rapport
aux variables z, y, 5 ..., si Ton a, quel que soit ¢,

(1) fltx, ty, tz...)=t*f(z, y, z..)
Ainsi, par exemple,
' +xy+y, vy, ly—lz,
sont trois fonctions homogénes des variables . et y,
la premiére du second degré, la deuxi¢me du pre-
micr degré, et la troisicme d'un degré nul. Une

fonction entiére des variables &, y, z ... composée
de termes tellement choisis, que la somme des ex-
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posans des diverses variables soit la méme dans tous
les termes, est évidemment homogéne

Si, dans la formule - ( ) on fait t__ , on en

conclura

(2) f(.z',y,z...)_-—.'.z"f(l,—:—,%...).

Cette derniére équation établit une propriété des
fonctions homogénes qu'on peut énoncer de la ma-
nlere sulvante :

Lorsqu’une fonction de plusieurs'varz'ables z,
¥, % .... est homogéne, elle équivaut au produst
de l'une quelconqiie des variables élevée a une cer--
taine puissance parune _fbnctiozz des rappeorts entre
ces mémes variables combinées deux a deuz.
~ On peut ajouter que cette propriété appartient
exclusivement aux fonctions homogénes. Et, en
effet , supposons f(z, y, 2 ....) équivalente au
produit de z* par une fonction des rapports entre
les variables z, y, z.... combinées deux & deux.
Comme on pourra ex,primer tous ces rapports au , .
moyen de ceux qui ont z pour dénominateur, en

’ . . -z
écrivant par cxemple au lieu de 7

&)
)

il en résulte que la valeur de f(x, y, z...) sera
donnée par une équation de la forme '

*

F
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Sz, 9y, 5...)=2a¢(L = ?. ) '
Cette équation devra subsister, quelles que soient
les valeurs de «, y, z...; et, si fon y remplace
x par tx, yparty, z pax.' tz ...,
elle deviendra

fltz, ty, tz .. )_.t“ z (L 2 )-

‘Par suite, on aura, quel que soit ¢, dans Ihypo-
thése admise,

fltz, ty, tz ...)=t“f(x{ Y, 5...);
" ou, en d’autres termes,

Sz, vy, 5.....)

sera une fonction homogéne du degré a par rap-
port aux variables z, y, 3



L™ PARTIE. CHAP. IV. - 85

ettt —
e

CHAPITRE 1V.

Détermination des Fonctions entiéres, d aprés un
certain nombre de valeurs particuliéres suppo-
sées connues. Applications.

§. 1.°” Recherche des Fonctions entiéres d'une seule
variable , pour lesquelles on connait un certain
nombre de valeurs particuliéres.

DETERMINER une fonction daprés un certain
nombre de valeurs particuliéres supposées connues,
cest ce quon appelle interpoler. Lorsqu'il sagit
d'une fonction d'une ou de deux variables, cette
fonction peut étre considérée comme l'ordonnée
d'une courbe ou d’une surface; et le probléme de

- Tinterpolation consiste & fixer la valeur générale

de cette ordonnée, d’aprés un certain nombre de
valeurs particuliéres, c'est-a-dire, a faire passer
la courbe ou la surface par un -certain nombre de
points. Cette questlon peut étre résolue d’une infi-
nité de maniéres ; et en général le probléme de
linterpolation est indéterminé. Toutefois indéter-
mination cessera, si a la connaissance ‘des valeurs
particuliéres de la fonction cherchée on ajoute la
condition expresse que cette fonction soit entiére,
et d'un degré tel que le nombre de ses termes de-
vienne précisément égal au nombre des valeurs

‘particuliéres données.
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Supposons pour fixer les idées, que fon cons
sidere d'abord les fonctions entiéres d’une seule
variable z. On établira facilement a leur egard les
proposxtlons suivantes. .

1. THEOREME. S; une fonction entiére de la
variable = s’ évanouit pour ure valeur particuliére
de cette variable, par exemple, pour r=1,, elle
sera divisible algebriquement par z—=,.

2. THEOREME. 7 une fonction entiére de la
variable z s’ évanouit pour chacuné des valeurs de
= comprises dans la suite

Loy T,y T, ... T,

a—1

n dészgnant un nombre. entier quelconque, elle serg
nécessairement divisible par le produit

(r—z,) (x—2,) (x—2,) ... (r—2 .').

7—1

Soient maintenant () et () deux fongtions
entiéres de la variable z, lune et 'autre du degré
n—1, et qui deviennent égales entre clles pour
chacune des n valeurs particuliéres de x comprises
dans la suite z,, z , x ..., _ . Je dis que ces -

deux fonctions seront identiquement égales, cest-
a-dire, qu'on aura, quel que soit ,

() =~(z):
et en effet, si cette égalité n'avait pas lieu, on trou-
verait dans la dlﬂ’erence

(2)— ()

un polynome entier dont le degré ne surpasserait
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pas n— 1, mais qui, sévancuissant pour chacune
des valeurs de  ci-dessus mentionnées, serait pour-
tant divisible par le produit
(2—.) (7—2.) (2=2.) ... (2=, ),

c'est-a-dive,, par un polynome du degré »; ce qui
est absurde. On serait assuré @ fortior: de legahte
absolue des deux fonctions ¢ (x) et J(z), si lon
savait qu'elles deviennent égales entre elles pour un
nombre de veleurs de & supérieur & n. On peut
donc énoncer le théoréme suivant.

3. THEOREME. 57 depx ﬁnétz’tm& entiéres de ln .
variable = deviennent égales pour un nombre de
valeurs de cette variable supérieur au degré de
chacune des deuz Jonctions , elles seront zdentzque~
ment egales, quel que soit <. :

On en déduit comme corollaire cet autre théo-
réme : _ .

4.° THEOREME. Deux fonctions entiéres de la
variable = sont identiquement egales toutes les fois
q’elles deviennent égales pour des valeurs en-
‘tiéres quelconques de cette variable, o méme pour
toutes les valeurs entiéres qui surpassent une limite
donnée.

Dans ce cas, en effet, le. nombre des valeurs de
z, pour lesquelles les deux fonctions deviennent
égales est indéfini.

Il suit du théoréme 3. qu'une fonction entiére
% du degré n—r sera complétement déterminée,
si fon connait ses valeurs particulieres
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u,, U, u ... u,_

correspondantes aux valeurs

Loy, T, X, ... X

-
de la variable 2. Cherchons dans cette hypothese
fa valeur generale de la fonction . Si Ton suppose
- d’abord que les valeurspartlculxeres Uy U, U, SE
réduisent toutesa zéro, a lexcepnon de la premlere N
u,, la fonctionu, devantalors sévanouir pour.z'_..z', .
pour z=ux,, &c..... enfin pour x =z, , sera
divisible par le prodmt :

(z—z)(x—w, -)....(x——.z-,,_,)',
et sera par conséquent de la forme
u—_j/c(x--x‘) (x—z) .. (.z'—-a: D

k ne pouvant étre qu'une quantlté constante. De
plus, « devant se réduire a u, pour B=oy ‘on en
conclura

u,=k(x.—x) (2—x,)... (xo—xﬂ_!),
-et par suite

('t—‘rl) (x—‘ra) . ae (x—‘”u—l)
@ (1‘0-4-1") (.l‘o—--l“) . (‘ro_""u—l) )

uUu—u

De méme, si les valeurs particuliéres #,, , , %, ...
u__ se réduisent toutes a zro, & lexceptlon de I

7

seconde y on trouvera

— (‘t—""o)(‘t—"z) M (‘t—‘tn—x)
U= o mm) (5i=2,) o (Fa—a) -

&e. ...
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Enfin, si elles se réduisent toutes a zéro, a Tex-
ception de la derniére «__ , on trouvera '

n=

(z—x) (z—2) ... (2 —,)

u = uﬂ—l (.l‘ n‘l—‘to) (‘rn—x_"rl)' "(‘rn—l'—‘tu—a) :

En réunissant les diverses valeurs de « correspon-
dantes aux diverses hypothéses qu'on vient de faire,
on obtiendra pour somme un polynome en z du
degré n— 1, qui aura évidemment la propriété de
sc réduire & u, pour r=x,, & u, pour r=z ,
&e..... au_ pour x =z, _ . Ce polynome sera
donc la valeur générale de u qui résout la ques-
tion proposée, en sorte que cette valeur générale

s¢ trouvera déterminée par la formule

(I) - u=u (z—2z)(z—x:)..... (z—zx,_,)

> ("'o_"”l) (”o"""*) """ ("o’—‘rn—l)

(2 —2,)(8—Z2) ..., (z—=,_,)

R PO | R BN E— .
+ &c..... '

(z—=x,) (2 —2z,)..... (x—=x,_,)

- +u"_' (‘tn—l-"ro) (‘ru—l_‘tl ) . a(""n-l'—a"

On pourrait déduire directement la méme formule
de la méthode que nous avons employée ci-dessus
(chap. I, §.. 1) pour.résoudre dans un cas parti-
culier des équations linéaires & plusieurs variables ;
[voyez & ce sujet la note V'].

Si, en désignant par @ une.quantité constante,
on remplace dans la formule (1) Ia fonction » par
Ia fonction v—a, qui scra évidlemment de méme
degré , et les valeurs particuliéres de u par les va-
leurs particuliéres de 2—a, on ebtiendra I'équation
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l) (.r—.r,) ("’l""xu
—‘tl) (1'0_'3: (‘to '_"ru-l)

(2) #—a=(u, —-a) o

(z—=,) (2 —zx.)....(c—=x,_,)
(‘tn—‘to)(“'l_‘a)' . '(‘tl-"g—:) .

+ (u,—a)

(z—x,) (a:—-.r,)..... (x—=2,) .
(z,i_,—xo)(x”_,—ci)...(.t,,_,—a',,_,) ’

+ (u,,__,.— a)

et, en comparant cette équation 4 la formule (1),”
on trouvera la suivante '

‘ (3) 1 = _(‘t—xl)m(x'—-l'z)-.-.(.t—x":!)_

- (‘to_‘tl)(zo_‘x)h"(zo-;n—l)
(.t—-.z:‘,j(.r—z;).. {z—=z,_,)
("’1_“0)(”!—1:)-"("l_‘c-l)
+ &e...
(z—zx)(z—x).....(z—x,_,)
(‘tn—l-xo) ('t’l—l_xl)‘ . ‘('i"‘l-l'-“‘u—z) )

+

+

Cette derniére équation est identique, et subsiste
quel que soit 2. L '

Les équations (1) et (2) peavent servir l'une et
lautre a résoudre, pour les fonctions entiéres, le -
probléme de [Iinterpolation ; mais il convient en
général de préférer pour cet objet Téquation (2),
attendu qu'on peut y faire disparaitre fun-des termes
du second membre, en prenant la constante a équi-
valente a I'une des quantités

1.‘0’ u17 u, .... u

_ Supposons, par exemple, qu'il sagisse de faire
passer une droite par deux points donnés.. Dési-
gnons par z,, ¥, les coordonnées rectangulaxrcs
du premler point, par z_, y, celles du second, et
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per y Tordonnée variable de-la droite. En rempla-
cant dans la formule (2) la lettre « par la lettre y,
puis faisant =1, et a=y,, on trouvera pour I'e-
quation de la droite A

@ y—y=(y,—y) ==
Supposons, en second lieu, qu'il s'agisse de faire
"passeét par trois points donnés unec parabole dont
iaxe soit paralléle 4 I'axe des y. Nommons -

z ety ', r ety , xycty,.
les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit
de plus y Tordonnée variable de la parabole. En
remplacant toujours, dans 1a formule (2), 1a lettre
u par la lettre y, puis faisant n =2, et a=y;, on
trouvera pour l'éqnltion de la parabole v

(z—s)(z—2:)

5) y— ya—(yo =) e ey
z—z,)(x—2x,
(g —y) oz =)

@a—xo) (22— 20)" -

ou, ce qui revient au méme, -

(6> y;.y‘_x;—a [(./o .’/: z, L, +(y y'):zj?_—?]

Lorsque dans I'équation (1) on prend u=a",
(m designant un nombre enticr inférieur & n), les
valeurs particuliéres de « représentées par

Uy U, U ... U

. n—1
se réduisent évidemment a

m ”m -
z", 7, )" ....x
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On a donc, pour les valeurs entiéres de m qui ne
surpassent pas n— 1,

e em (r—x M x—2x)..(2—=_,)
(7) I-— -r. (‘o—":)(‘o—xl)'"(‘o—‘n—n)

- (r—r ) r—g)... (= 2,,)
(x,—x}(x,—%.)... (5, —x;)

+ &c..... .

-+ I
2

’ n{r—x(g—x).....(s—=2, )
— r, T :".-(-‘l)"'(xn-l_ci—l)

Cette derniére formule comprend comme cas par-
ticulier I'équation ( 3. De plus, si Fon observe que
chaque puissance de r, et en particulier la puis-
sance "', doit nécessairement avoir le méme coef-
ficient dans les deux membres de la formule (7),

on trouvera,
1.° En supposant m<n — r°,

(8) o= Zs

AR RN P N

"
'rl

-+

4 A AY
T, \"x“‘&n"("‘l_‘r—a)
“+ &c.....
x -

-+ = 5
7 g 0y n
Ty Fo, Fouy™Xy e '\‘n—l_“l—l)

2.* En supposant m=n—1,

(9) 1= = =
(To— S') (-l'o—-l':r .o -\'to_:l—l)
° :‘1—!
+ (:l_‘e) (‘l_“‘o“°'(='-:"')
—+ &c.....
+ ()"

(G N CHEIE 0 I C R |
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Il est bon de remarquer que la formule (8) subsiste
dans le cas méme ou F'on suppose m=o, et devient
alors - '

(IO) . 0o = (xo—xl)(zo-;*)”( —x,_,)

AR PR ¥ Y oy e
+ &e.....
. +

R R Fo e,

§. 2.° Détermination des Fonctions entiéres de plusieurs
variables , d’aprés un certain nombre de valeurs
particuliéres supposées connues. '

Les méthodes par lesquelles on détermine les
fonctions d'une seule variable, d'aprés un certain
nombre de valeurs particuliéres supposées connues,
peuvent étre facilement étendues, comme on va le
" voir, aux fonctions de plusieurs variables.

Considérons d’abord, pour fixer les idées, des
fonctions de deux variables z et y. Soient ¢ (z, y),
-L(.z' » ¥), deux semblables fonctions, I'une et l'autre
du degré n— 1 par rapport a chacune des variables,
et qui deviennent égales entre elles, toutes les.fois
quen attrlbuant a la variable 2 une des valeurs
particuliéres

Zyy Loy &Ly een &

=1

on attribue en méme temps a la variable y l’une
des suivantes

y" (yx’ yz""ynwx'
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@ (z., ¥), »L(.ro, ) seront deux fonctions de la
seule variable y, qui deviendront égules entre elles
~ pour n valeurs particuliéres de cette variable.¢ Par .
suite, (en vertu du 3.° théoréme, §. 1.%), ces deux’
fonctions seront constamment égales, quel que soit
y. On aura donc identiquement

P (z.y y) =4 (., ¥).

On trouvera de méme

@(z, y)=4 (2., y),-

¢ (2, y)=+ (2, ¥),
&e.....

@ (2, y)=+(z.0 9)
D'ailleurs, les premiers membres des n équations
précédentes sont autant de valeurs particuliéres de
la fonction @(x, y) dans le cas oir 'on y considére
z seul comme variable ; et les seconds membres
représentent les valeuns particuli¢res correspon-
dantes de la fonction | (, 7). Les deux fonctions

P (z,-9) +(2, 9),

lorsqu’on y attribue 4 y une valeur constante choisie
arbitrairement, deviennent donc égales pour » va-
leurs particulicres de ; et, comme clles sont toutes
deux du degré » —1 par rapport a z, il en ré-
sulte qu'elles resteront égales, non-seulement pour
une valeur quelconque attribuée a la variable y,
mais encore pour une valeur quclcongue de x. On.
serait assuré, @ Sortiori, de Tégalit¢ absolue des
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deux fonctions @(x, y), 4 (=, ), si on savait
qu'elles deviennent égales toutes les fois que les
valeurs des variables z et ¥ sont respectivement
prises dans deux suites composées chacune de plus
de n termes différens. On peut donc énoncer la
proposition suivante.

1. THEOREME. Si deux fonctions entiéres des
variables = et y deviennent égales toutes les fois
que. les valeurs de ces deux variables sont respec-
livement prises dans deux suites qui renferment
l'une et I autre un nombre de termes supérieur aux
exposans les plus éleves de = et de y dans ces .
mémes fonctions, elles seront identiquement égales.

On cn déduit, comme corollaire, cet autre théo-
réme :

2.° THEOREME. Deux fonctions entiéres des va-
riables x et y sont identiquement egales , toutes les
fois qu'elles deviennent égales pour des valeurs
entiéres quelconques de ces variables, ou méme
pour toutes les valeurs entiéres qui surpassent une
bmite donnée.

Dans ce cas, en effet, lf; nombLe des valeurs de
z et de y pour lesquelles les deux fonctions devien-
nent égales est indéfini. ' .

~ H suit du théoréme 1. que, si la fonction @(2,y)
est supposée entiére et du degré z— 1 par rapport
4 chacune des variables = et y, cette fonction sera
complétement déterminée, dés que T'on connaitra
les valeurs particuliéres qu'elle recoit, lorsqu'en’pre-
nant pour valeur de & I'une des quantités
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Loy Ty X, eeen T,y )

on prend en méme temps pour valeur de y Pune des
suivantes

y"’ yx’ ya et yn—l' .

Dans la méme hypothése, la valeur générale de .
la fonction pourra étre facilement déduite de la for- -
mule (1) du paragraphe précédent. En effet, si 'on
remplace dans cette formule » par ¢(z, y), on en
tirera

( ’ . -- 1 —X'2)evese .l'"_‘
CP(.z‘ ’ y) = ‘E:o_:; x))-((i.,—‘ft;)) ((: — ) ¢(xo’ y)

n— l/
(.!‘—l‘n) (J-‘—.t;) . .t—.t“_‘)
(1) + (x1—x,) (-l‘;—.t;) (-’l-'x-—l ¢('z.l’ y)
+ &ec. . )
(x—2,) (x—21). .. . (z—r,_,) AL
\ + (L i =F)E ey =) (T ey ) ¢ (‘cll—l ’ .’I) ’

et Fon aura de plus, en desngnant par m un des
nombres entiers

I, 2, 3 «o.. B—1I,

( _ {y—=y) (y=y2)- o (y—Yur) o ‘
<p(x,,,,y)- (yo—y1) (Yo—ya)- . - (Yo—Yu_s) P(Zms ?/-°) .
(y—Yo) (Y—Y2)- -+ (Y—Y o)
(2) -+ (y:—yo)(y;—y:)...(vy;-—yu_l) ¢('z.m’ yl)
—+ &ec. .
(y—.'/o)(y —Y1). .. (¥—Y,.)
\ +(l/u—1 yO)(yu-x—'.'/I) (y’l—l_yn—z)¢( ”"yn—l)

On conclura immédiatement des deux équations qui
précedent la valeur générale de ¢ (x, y). On trou-
_vera, par exemple, en supposant =2,
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@ (2, y)= 2. 128 ¢ (= ,y.,)

( ) f"::‘:: :o-’;‘x ¢(.Z',, y°)
3 o . N o
. B0 y"’,_";‘;,FP (x,,_y‘)

T =T, Y~Yo ..
+ xx-x.,"y.—yo ¢(x1) yx)f?

Si Fon considérait des fonetions de trois ou d’un
plus grand nombre de variables, on obtiendrait des
résultats entiérement semblables & ceux auxquels
on vient de parvenir pour des fonctions de deux va-
riables seulement. On trouverait , par exemple ala .
place du 2.° théeréme, la proposition ‘suivante :

- 3.° THEOREME. DeuJ: ﬁmctzons entiéres de plu-

sieurs variables z, y, z. .... - sont identiquement.
égales, toutes les fois qu elles deviennent. égales.
pour des.valeurs -entidres guelconques.de ces va-
riables, ou méme pour toutes les valeurs entiéres
qui suspassent une limite donnée.

-

] .. i T . '

S 3 Applzcahom _

Pour appliquer les principes établis dans les pa-
ragraphes précéderig, considérons en particulier des
produits formés par la multiplication de facteurs
successifs dont ehacun surpasse le suivant d'un
unité, le premier facteur étant Pune des vanables

2,9, z ...; et'cherchons &'exprimer, au moyen de
ces sortes dé produits, le produit tout semblable

TOM. 1. G
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qu'on obtiendrait en prensnt pour premier facteur

la somme des variables données, savoir, '
Ty +5+&c..

Si Ton réduit toutes les vamblesi deux le pro- .
bléme quil s'agit de résoudre pourra s‘énomcer
-comme i suit,

1. PROBLEME. Ezpmner le produst

(1) {e+g) tywry—1) (@+y—2). Argmnra),
danslequel n désigne un nombre entier quelconque,
par le pwoyen des produits suivans

#(z—1)(x—2)... (z—n+1),

yly—)(y—2)...(y—n-+1),
ot de. sous coux glon peut en déduire, ex oham-

goont soulement la valour de n. C
Sorurron. Pour résoudre plus faciloment in
question précédente, supposons d'abord que = et
y soient des nombres entiers égaux ou supérieurs 4
n. Alors le produit (1) pe sera autre chose que lo,
numérateur de la fraction qui exprime le nombre
des combinaisons possibles de -y lettres prises

n 4 =, pusque ce nombre est précisément

'(z+y2(z+y‘—w(x+y'-z;.' (34-1-:4'-'13
1.3.3.:0,.8 "

Cela post, concevons que,lesiettres
a, b, c, . - Py g, .
dtuett wn noutbre égad & 24y, on les divise en dewx
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groupes, de telle maniére que les lettres a, b, ¢ . ..
du premier groupe sofent en nombre égal a , et
les {ettres o, ¢; r ... du second groupe en nombre
égal a y. Parmi les combmaxsons formées avec ces
différentes lettres, les unes renfermeront seulement
des lettres prises dans le premler groupe. Le gombre
des combinaisons de cette espéce sera

x(#*—l)(t-—ﬁ) (r—ll+|)
1.2, 3
Dautres renfermeront n— 1 lettres prises dans le
premier groupe, et une lettre prise dans le'second.
On déterminera facilement le nombre des combi-
naisons de cette seconde espéce, et lon verra quil
est égal &

:(z—l)(?ﬁ—z) (x—n+z) y

- e T
!33 M=y 1

On trouvera de méme pour le pombre des combi-
naisons qui renferment % — 2 lettres prises dans le
premler groupe, et deux lgttres prises dans le second,
#(z=1) (2=2).. .(z=n+3) _y(y=1) ,
R (=2 Tt
&c. ..; enfin, pour le nombre des combinaisons qui
renferment seulement des Iettres prlses dans fe der-
nier groupe,

y(y—1) (y—32)....(y—n+ 1)
1.3.3....n ’ :
La somme des nombres des combmmson.s de chaque
espéce devant reproduire le nombre total des cpm-

binaisons des =+ y lettres données pmes 6dn,on
en eonclura

»

G
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(2+Y) (T+y=1)e.. . (2+y—nt1)
12,3000 :
o x(z—1)...(z=n41) .r(z—l);...(:-—oi-o-z) y
- 1230 123, .—1) 1
s(z=1) . (z=nt3)  y(y—1)
143.3...(R—2) 1.2
4+ =z s(r-').-o(_y_—_n.-!-i)__‘_y(y-').--(y--'H-l)

[ 1.2.3...(n=1) 1.2.3..

-o-i&c...

Lequatlon précédente, étant ainsi démontrée

pour le cas ol les variables = et y obtiennent des

- val
" du

- . de

eurs entiéres supeneures 4 n, subsistera, en vertu
2.°théoréme [ §. 2], pour des valeurs quelconques :
ces variables; et la valeur du prodult (1) tirée de

‘la méme:équation sera

(3X I
L 1.3

( (z+y) (x+y—1)..... (i‘-y.—n+|)

=z (x—:l); veo(@=nt1) +—’:~’t (2=1)....(x—n-+2).y

x(@—,l)----(;*—»ri-s),y (y;-) +&e..,

|+ z 2.9 (1) o (Y=Ret2) -y (g=1). . . o (y—netei).

CoROLLAIRE 1. Si dans l'équation (2) on

.remplace x par —x et y par —y, on obtlendra !a

suivante -

o

( (z4+y) (z+y+1)..... (.r+y+n—-|)
l.z.j....n

x (x1). . . (T4+n—1) - z (1), . . (z4n—2) K

Il

\

123 1.2.2...(n—1)  ° 1
+ 2(2+1)...(z+n—3) y(y+1) -+ &e.
. 1.z.3...(n—2) TN et
4 & Y., (yin—a) y (y+1).. (y-*-n—r)
5% 1a3.3...(n0) 1.3.3.0.8
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COROLLAIRE 2. Si dans I'équation (z) on rem-

* place x par ety par— , on trouvera

(.t+y) (z4y—2)..... (r4y—an4-12)
2.4.6....(23) '
_ .r(:—z)...(.z—m-kz.) z (x—2)...(z—2n4-4) Y
(5) 2.4.6...(2m) 2.4.6...(am—=3) .° 1
+ &c.. '

S F =) (ymankd) |y (y—2).. . (y—anta)
ot Thde ) T aasn Gin)
Cor OLLAIRE 3" En développant les deux

membres de Péquation ( ), et ne conservant de part
ét fautre que les termes dans lesquels fa somme des

exposans des variables est égale a , on obtiendra
la formule

(z+9)" z"

’ z .y
= —+ .=

1.2.3...0 1.2.3...0 r.a.3...(n=—1) * 1

. . Rz 2 .
(6 ' —— - L &e....
B 1.2.3,,.(n—2) 1.2
LLTS .yt
O A S R— |
1% 12300 (n—1) 1.2.3...0

La valeur de (z-+y)” tirée de cette derniére for-
mule est précisément celle que fournit le binome de
Newton.

Les formules qu'on vient d’obtenn peuvent etre
facilement étendues au'cas ot Fon considére plus de
deyx variables; et la méthode qui nous a conduits
a la solution du premier probleme se trouve égale-
ment applicable  la question suivante :

¢ 2. PROBLEME. z, y, z ... désignant des variables
en nombre quelcornque, exprimer le prodm’t
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(THy+s...) (@ya...—1) (vrybs. .. —a).. (2. —av1)
en fonction des_susvans o

- x(@z—1) (x—-z) (2—n+1),

yy—1(—2).. (;( n1),
z(z-‘-x) (2—2)...(3~n+ 1)

+ etde tous cous qu onpeutandédmre,m dimg‘oanl
la valeur de n.
~ On omnencera par résoudre le probieme dans
fe cas 0 #, y, 5 ... désignent des nombres entiers
Supétieurs 4 7, en paitant de ce principe, que Ia
fraction
(ey+3...) (23 .. =1) (3Hy+5. .. =2). .. (THY+T . W)

1e2.3....0

est égale au nombre des combinaisons que I'on peat
former avec £+-y-+z ... lettres prises r a . Puis,
on passera au cas ou les variables z, y, z ... de-
viennent deés quantités quelconques, en sappuyant
. sur le 3.° théoréme du §. 2. Lorsquel'on aura ainsi
démontré la formule quitdsout f question proposde,
on en déduira sans peine la valeur de Ia puiisanee

(2+y+3..)
On'y parvieadrs, en effet, en développant les deur
membres de la formulé trouvée, et ne consorvant de
part et d'autre que les termes dans lesquels fes ex

posans réunis des varinbles , ¥, 5 ... fcrndn’t imo _
somme. egale an. ~
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CHAPITRE V.

Détermination des Fonctions continues d'une seule
. wariable propres & vérifier certaines condc’tions.

¢ 1. Recherche d'une Fonction contitiue foriée de
telle manitre que deux semblables Fonctions de
quantités variables, étant ajoutées ou multipkees
entre elles, donnent pour somms ou powr prodwit
une Fonction semblable de la somme ou du preduit
de cés variables. .

LORSQUE, au lieu de fonctions entiéres, on con-
sidere des fonctions quelconques, dont on laisse la
forme entiérement arbitraire, on ne peut plus réussir
4 les déterminer d’aprés un certain irombre de va-
leurs partxcuheres, quelque grand que soit ce méme
nombre ; mais on y parvient quelquefois dans le cas
~ "ott 'on suppose connues certaines propriétés géié-
rales de ces fonctions. Pir exemple, une fonction
continue de z, représentée par @ (z), peut étre
complétement déterminée, lorsqu'elle est assujettie
a vérifier, pour toutes les valeurs possibles des va-
riabfes = et ¥, Tune des équations

1) e+ =9(=)+e(y),
@) @(z+y)=9(2)x9(y);
“eu hien, pour toutes les valeurs réelles et positives
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des mémes variables, lune des équations suivantes

G)  elzy)= @ (z) +(y),
@ . 9(zy)=2(2)xP(y)
La resolutmn de ces quatre equatlons présente

quatre problemes différens que nous allons traiter
Pun aprés l'autre.

1. ProBLEME. Déterminer la fonction ¢(<), de
maniére qu’elle reste continue entre deux limites
réelles quelcongues de lavariable =, et que Fon ait
pour toutes les valeurs réelles desvariables z et y -

(1) P(z+y) = (2)+P(y)

SoLuTron. Si dans T'équation (1) on remplace
successivement y par y+3, z par z+u, &ec. ...,
on en tirerd

P(z+y+z+u+..... )
=9 (2)+ 9 (5)+P(5)+ () +&e.....,

quel que soit le nombre des variables z, y, 3, u, &c.:
si, de plus, on désigne par 7 ce méme nombre, par
a une constante positive, et.que Ton fasse

. T=Y=5=U....=ad,
la formule que lfon vient de trouver deyiendi's
P(ma)=me(a)

Pour étendre cette -derniére équation au cas ou le
nombre entier m se trouve remplacé par un nombre
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fractionnaire —-, ou méme par un nombre quel-
conque ., on fera, en premier lieu, -

C=2a
m et n désignant deux nombres entlers et Ton en
conclura * - :
. 26 = .m a,
‘n.<p(C). = m. P(a),
@) =9(F2) = 79):

puis, en supposant que la fraction -"1 varie de ma-

niére a converger vers un nombre quelconque 78
‘et passant aux limites, on trouvera

P(pa)=pne(a)
Si maintenant on prend «=1, on aura, pour toutes
les valeurs positives de u«,

(5) em)=wuP(r), .

‘et par sulte en faisant converger & vers la limite .
zéro,

¢ (O) = 0.

D'ailleurs , si dans Péquation (1) on pose T=pm,
y=—p, on en tirera

(P m)=0(0) — (r)=—re(1)
equatmn (5) subsxstera donc, lorsqu on y chan-
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gera u en —w. En d'autres termes , on anrs, pour
des valeurs quelconques positives ou négatives de la
variable z, .

6) P(z)=29 (1) |
11 suit de la formule (6) que toute fonctionr ¢ (i),
qui, demeurant continue entre des limites queicon-

ques de la variable, vérifie l’equatmn (1), est néces- -
sairement de la forme

(7)‘ P (z)=ax,

a désignant une quantité constante. Jajoute que la
fonction a.z jouira des propriétés énoneées, quelle
que soit la valeur de Ia constante a. En effet, le
_produit gz est, entre des limites quelconques de la
variable x, fonction continue dé ceite variable; et,

de plus, la supposition ¢ (z) = az cha.nge [’é.qua-
-tion (1) en cette autre

a(z+y)=ax+ay,

laquelle est évidemment toujours identique. La for-
* mule (7) fournit donc une ‘solution de la question
propoesée, quelle que soit la valeur attribuée & la.
constante a. La faculté que 'on & de choisir arbitrai-
rement cette constante, lui a falt donner le nom de
constante arbitraire.

2. PROBLEME. Deéterminer la fonctwn 9(4‘),
maniére quelle reste contintie entre dewr Bmites
réelles quelconques de-la variable =, et que Pon ast
paur teutes les valeurs réellés des variables = ety
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(2) <P(w+y)———_?(¢)_-¢(y)~ |
SorvTion. U est dabord facile de s'assurer que
la fonction @ (), assujettie & vérifier l'équation (2)s

n'admet que des valeurs positives : et en effet, si
dans Péquation (2) on fait y=ux, on trouvera

P(ar)=[o(@)]
puis on en conclura, en éerivant 2 au lieu de z,
o(2)=[o(:2)]" .
~ La fonction (=) est donc toujours équivalente &
un carré, par conséquent toujours positive. Cela
posé, concevons que dans 'équation (2) on remplace

successwement ypary—+23z, 3parz+u, &c
" 0n eh tn'era

P(@ry+au...) = 9(2) Xy) ¥(z) He). .-

quel que soit le nombre des variables z,y, z, % ...
Bi, de plus, on désigne par m ce méme nombre, par
« une constante positive, et que I'on fasse

T r= y._zz ....=d-.;
ln formule que T'on vient de trouver deviendra
¢ (ma)=[a()]"

Pour étendre cette derniére formule au cas ou e
hombre entiel" # se ttouve remplacé par un nombre

fractionnaire 7, ou méme par un nombre quelcon-
que 4, on fem, en premier lieu,



108 COURS D'ANALYSE..

C=la.,

met n deslgnant deux nompres entiers; et lon en
conclura

nC=ma,
[2(6) ] =[P()]",
¢(6)=o(5e)=[o(x)]%:

puis, en supposant que la fraction ﬂ varie de ma-

_ miére a converger vers un nombre quelconque M ,

et passant aux hmxtes on trouvera .

owa)=[o@T.
Si maintenant on prend ¢ = 1, on aura pour toutes
les valeurs positives de u ‘

®) P(r)=[o()]",

et par sulte en faisant converger o vers 1o limite
zéro,

CP (O) == I . -
D'ailleurs , si dans 'équation (2) on pose z = u,.
y= —m, on en conclura

¢ (=) =28 =[o()]™

L'équation (8) subsistera donc, lorsqu'on y changera
# en —u. En dautres termes, on aura pour des
valeurs quelconques positives ou negatlves de la va- .
riable = L2
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©9). - @@ =[e(1)]"
H suit de T'équation (9) que toute fonction @ (=)

propre & résoudre le second probléme est nécessai-
rement de la forme

o) el)=47,
A désxghant une constante posmve J a]oute qu on
peu't attribuer 4 cette constante une valeur quel-
-conque entre les limites o et oo. En effet, pour toute
valéur positive de 4, Ia fonction 4* reste contmue
depuis z=— o0 ]usqua x=+-o00, et Péquation

”

A“"J — A= . A>

est ldenthne La quantité 4 est donc une constante
arbitraire qui-n’admet que des valcurs positives.
Nota. On pourrait arriver trés-simplement & I'é-
quation (9), de la maniére suivante.
Si Pon prend les logarlthmes des deux membis

de T'équation (2) dans un systéme quelconqae on
trouvera

Lo(e+y)=Lo(2)+La(y):.
et Pon en conclura [voyez le L yrobleme]
o Lg(a) ==L (1),
puis, en repassant des logarlthmes aux nombres ) ;
RIOEICION

»
3 PROBLEME Detemmer la ﬁmchon :p(.z-) de
maniére qu'elle reste continue entre deuxr Limites
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positives quelconques de la variable <, et que Pon

ait, pour toutes les valeurs positives des variables
[ 2 et y » °

- (3) ¢(wy)=¢(x)+¢(y)~

SoruTron. 1 serait facile appliquer & la solution

du 3.° probléme une méthode semblable a celle que
nous avons employée pour résoudre le premier ; mais
on arrive plus promptement a la solution cherchée,
en mettant ['équation (3), ainsi qu'on va le faire, sous
une forme analogue a celle de 'équation (1).
- SiTon désigne par 4 un nombre quelconque, et
- par L la caractéristique des logarithmes dans fe sys-
téme dont Ia base est 4, on aura, pour touted les
valeurs positives des variables « et ¥,

.x__A RS A
en sorte que I'équation (3} dewendm '

(4 o(4%)ra(a”).

Comme, dans cette derniére formule, Tes quantltés
variables Lz, Ly admettent des valeurs quelcon-
ques positives ou négatives, il en résulte qu'on aura,

pour toutes les valeurs réelles posubles des variables
xety,

3(A™7) = (4 + 9(47).
On en conclura _[voyez le( L.* bleme » bquat.(6)]
A ) = s@(d) = 29(4),

Lz-t-l.’) _



X Io.." P‘RT’E. CHAP. ". lll
et per suite -

9(4”)=9(4).Lx,
ou, oe qui revient au méme,
@) (2)=9(4). L.
I suit de la formule (11), que toute fonction

(), propre & résoudre le 3.° probléme, est néces-
sairement de Ja forme

(12) @ (z)=al{x),

a désignant une copstante. Il est d'ailleurs aisé de
s'assurer, 1.° que la constante @ demeure entiérement.
.arbitraire,, 2.° qu'en choisissant convenablement le
nombre 4, qui est lui-méme arbitraire, on peut
1a yéduire a Tunité.

4. ProBLEME. Déterminer la fonction o(z) de
maniére qu’elle reste continue entre deux Limites
posz’twes quelcongues de la variable =, et que fon
ait, pour toutes les valeurs positives des vmable:
zety,

4 P(zy)=(z). 9(y)-

- Sorvrron. Tt sersit facile Lappliquer i fa solution
du 4~ probléme une méthode semblable a celte que
nous avons employée pour résoudre le second. Mais
on arrivera plus promptement a la solution cherchée,
si Ton observe queen désignant par L la caractéris-
tique des logarithmes 8ans le.systemé dont a base

ast A, qp powt wettre lequation: (49 sous da forme
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o (4") =g (A4").0(4").

Comme, dans cette derniére équation, les quantités
variables L (z), L(y),‘admettroht des valeurs quei- ,
conques positives ou négatives, il en résulte qu'on
aura, pour toutes les valeurs réelles poss:bies des
variables z et y, :

P (A7) = (A7) 9 (4?).
On en conclura [voy. le 2.° probléme, équat. (9)]

@ (A7) =[o(4)]",

et par suite, .

¢ (4%)= [<P(A)]“= ",

ou, ce qui revient au méme,

(1 o=t
I résulte de I'équation (13) qué toute fonction‘

@ («); propre a résoudre le 4. probleme, est. nece‘s-'
sairement de la forme

(14) P (2) =<, ,
a désignant une constante. Il est dailleurs aisé de
- sassurer que cette constante doit demeurer enttere-
ment arbitraire.
Les quatre valeurs de ¢(z) qui satisfont res .
tivement aux équations (1), (2), (3), (4), savoir,

-

. ax, A", aLz, z*,

ont cela de commun, que chacuge d’elles renferme
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une constante arbitraire @ ou 4. On doit en con-
clure qu ‘il y a une grande différence entre les ques-
tions o il s'agit de calculer les valeurs inconnues
de certaines quantités, et les questions dans les-
quelles on se propose de découvrir la nature incon-
nue de certaines fonctions d'aprés des propriétés
données. En effet, dans le premier cas, les valeurs
des quantités inconnues se trouvent finalement ex-
primées par le moyen d’autres quantités connues et
déterminées, tandis que dans le second cas les fonc-
tions inconnues peuvent, comme on le voit ici,
admettre dans leur expression des constantes arbi-
traires.

§- 2.° Recherche d'une Fonction continue formee de
telle maniére qu'en multipliant deux semblables
Fonctions de quantités variables, et doublant le

- produit , on trouve un resullat egal d celui qu'on

. obtiendrait en ajoutant les Fonctions semblables de
la somme et de la différence de ces variables.

Dans chacun des problémes du paragraphe pré-
_cédent , I’équation a résoudre renfermait, avec la
fonction inconnue & (), deux autres fonctions sem-
blables, savoir, @ (y) et P (z-+y) ou ¢(zy). Nous
allons maintenant nous proposer un nouveau pro-
biéme du méme genre’, mais dans lequel Téquation
de condition, que Ia fonction ¢(x) doit vérifier, ren-
ferme quatre fonctions semblables au lieu de trois.
Voici en quoi il consiste. ‘

TOM. 1. ‘ H
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ProBLEME. Determiner la fonction ¢ (z) de
maniére qu'elle reste conlinue entre dewux limites
véellos quelconques de la variable =, et qyc Loy
ait, pour toutes les valeurs réelles des variablag
aety,

(1) Hy+2)+ Py—2) =2 ). A(y).

Sorvrioxn. Si dans 'équation (1) on fait z—o,
on en tirera

¢ (o) = 1.
La fonction @ () se réduit donc a Tunité, pour la
valeur particulicre 2 = o; et puisqu'on la suppose
continue entre des limites quelconques, il est clair
quelle sera; dans le voisinage de cette valeur parti-
culiére, tres-peu différente de Iunité, par conséquent
positive. On pourra donc, en désignant par a un
nombre trés-petit , choisir ce nombre de telle maniére
que la fonction @ (&) reste constamment positive
entre les limites
r=0, &=d.
Ccia posé, il arrivera de deux choses Iune Ou ia
valeur positive de @ («) sera compuse enire les

limites o et 1, ou cette valeur sera superleure alu-
nit3.-Nous allons examiner successivement ces deux
hypothcses.

Concevons d'abord que ¢(a) ait une valeur com-
prise entre les limites o et 1. On pourra représenter
cette valeur par e cosinus d'un certain arc 8 ren-

. . . T . ,
fermdcnire les limites o, —.; et poser en conséquence
b
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o @) =B v
Qe Hius, si, dans l’é-quation (1) mise sous la forme
L P(ywa)=29(2) <P(y)-<P(y-'-¢)’ i
on fait SUccesslvement o '
rT=a, y=a,
r=a, y=24,
r=d, y=3%a, ' .
&e....,
on en déduira I'une aprés Pautre les formules-
Plaa) =200 0—1= cosr 20,
. <P(,3,“') = 2 cos. 8. cos. 20 — cos. 8 =:gos.39,
‘@(4a) = 2 cos. e.cos.3e_cos.zo=co..4e,'-

et en général, m désignant un nomble entier quel-
eonque, - ' : ‘

Jajoute que la formule
() (ma,).zA cos. m
su.bsilstera encore, si fon y 1emplace le nombre en-
tier m par une fraction, ou méme par un ‘nombre
quelconque w. Cest ce que Ton prouvera facifement,
ainsi qu'il suit. '
Si dans lequatlon( 1) on falt r=ia, y._.-q,,
on en tierd

»

H
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[Q(4a)]' = OO, - 1teoed e 10];

puis , en cxtrayant les racines positives des deux

* . membres, et observant que les deux fonctions ¢ (),

- cos.  restent positives, la premiére entre les limites
r=o0, r=a, la seconde entre les limites z—o,
z=0, on trouvera

Dec méme, si dans I'équation (1) on fait
q
z=za, y=438,
on en tirera .
[@Ga)=-2TFL = L2 [ 3]

puis, en extrayant de part et d'autre les racines
positives,

16+ “‘) = os. 0.
Par des reisonpemens se-biables on obnendn si1c-
. ..cessivement les formules :

L (Ge) =i,
‘ <P('."g¢') = cos.-;'-‘-e,
&Ly

ct en général, n désignant un nombre enticr guel-
conque,

Si f'on opére sur Ia valeur précédente de <p(—f.-,- ac)
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pour en déduire celle de P (-3- ¢) comme on a

opéré sur la valeur de @ (a) pour en déduire celle
de Q(ma,) on trouvera

2a) = o 20

puis, en supposant que la fraction =:- varie de ma-
niére 4 s'approcher indéfiniment du nombre w, et
passant aux limites, on obtiendra Féquation

(2) @ (pra)= cos. ub.
De plus, si dans Ia formule (1) on fait
X = Ma, Y=o,
on en conclura .
P—pat)={ 30} 1 Jp(ma)=oas. pb=oon.(—puxf).

L'équation (2) subsistera donc, lorsqu'on y rempla-
cers s par — w. En d'autres termes, on aura, pour
des valeurs quelconques positives ou négatives de
le variable =,

(3)- % (d.x) = cos. 0.z

Si dans cette dermére formule on change « en =
elle donnera

) <p(x)=co..1x=c.,._,(__Lm)._

La valeur precedente de () est relative au cas
ot la quantité positive <p(¢.) reste comprise entre les.
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limites o et 1. Bupposons maintenant cettg. mégm

guantlte supcmeure a Punité, TI est facxle dev01r ue,
ans cetteé séconde’ hypothése, on’ pourra satx‘

par une valeur posltlve dera I'equatlon‘ '

a,) = (r+—)
Hr ¢affwasioh eﬁxetz ‘de’ prendren e

P R 'snl Hf vkl R
Q@} £lfel] = 1} o

Cela pose , si dans I equatlon( ) on falt suqc,e;;sx-

vement ' .

¥ = fn,-'-y BT, iR l
xTTT?d't..y;,_?-d'.:. “.

zr=a, ' y=3a,
&ec....,

IR TR L

on en déduira I’une aprés lautre fes formules
i ’L{

%ao) -—(1'+—-) _,,,____(r_“m)w
(3¢)—-(r+—) (r —|—“ "'P ";3;:;)' i

“r(eed), o
o= oty
=-—z—~-(r +';T , - ." HY '.\J;

L
.

et en génml m tfesxgnant un nombpe entler e,l
eonque, . - . ail
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J’gj_qute que la 'formule

cp(ma,)—-—('r'w ) o

subsistera encdre, si o y'remplace lo nombre en-
tier m par ute fractlon ou méme par un nombre
quelconque pi. Cestce que ),’Qix pfoutero facilement,
ainsi qu'il suit.

Si dans l'équation (1) on fait z=1a, y=1a,

o"m-mr\" TS ) . Ty
[@(2 a,)] P o) _ T (rd),

by _—(r 2 + r 2 )" ; .
puis . ot extrilgint’ bet iucittes positivid dos detit
membuesy ot obsetvant que 18 fonction P (x) reste

posgtlgg epqre Ies. lumtes F=0, L=, Q0 rouvera

q’('i‘ ——(r=-t‘~f' *) Vo
De méme , . &t -dans l’éqqétlon (v).om fa&t
. ”—?“’%?#¢’ o
on"eﬁ‘tﬁféra’ T e
oo T T I -
CIE = """"’(4“> Sk i
(-~ VRS

. —‘-2— r*+r4 ;
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puis, en extrayant de part et dautre les racmes
positives, o

P(za) == (r%-o-r"g).

Par des raisonnemens semblables, on obtiendra
successivement les formules

P(3a)=1(rt>r),
P(ER)= 1 (rs+r7),
&e. ...,

et en général, n désignant un nombre entier quel:
conque, . '
<p(_ a,) = ——( s e ).

Si 'on opére sur la valeur précédente de <p(—;'; a,) ,

pour en déduire celle de @ (i a,) , conimie-on .

opéré sur fa valeur de @ (o), pour en dédun'e ‘celle
P (m a,) on trouvera

a,) == (r*' +r&;—'):
puis, en supposant que la fraction - varie de ma- .

niére a sapprocher indéfiniment du nombre u, et
passant aux limites, on obtiendra I'équation .

| (5) P (na)y=1 (r'-f— r")\.‘.
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ﬂe plus, si dans {a formule (1) on fait
r=pa, y=o,

on en conclura
AC.P(“/‘“.”) =[29(0)—1]P(na)=7% (r"‘.,.,.“)'

L'équation (5) subsistera donc, lorsqu’on y rempla-
cera w par — . En d'autres termesy on aura, pour
des valeurs quelconques pesitives ou négatives de Ia
variable z,

(6)' '.q) (22) =::2 r r-').

Si dam cette derniére formule on change z en =,
elle donnera

@ Q@) =1(r"+r"").
Lorsqu'on fait, dans Péquation (4), = —f-‘— =‘a, et,

: + 1 . .-
dans. Péquation (7), r * = A, ces équations pren-
nent respectivement les formes suivantes

(8) <P(.Z') = o.ar,

6 e()=i(4T+4v).
Si donc T'on désigne par @ une quantité constante,
et par 4 un nombre constant, toute fonction ¢{z)
qui, demeurant continue entre des limites quelcon-

ques de la variable, vérifiera Péquation (1), sera
nécessairement comprise sous l'une des deux formes
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quon vient de rapparter. Il est dajlleurs facile .de
sassurer que les valeurs de @ () fournies par les
équations (8) et (9 résolvent la question proposée,
quelles que soient les valeurs attribuées a: la guane
tité @ et au nombre 4. Ce nombre et cette quantitd
sdnt\donc ‘deux censtantes arbitrafres , donit T'une
ne, peut admettre que des valeurs IPosn:lves

“Dlapr es e qu on viené de dxre es ddux foncl:ions
[ LR N N i

IR o S L .::;:(‘.A, .t-sb-::A\ .’f.).;. [T

ont la~pro,3riété commune de satisfaire & T’ é(ffidfio}i
(1), ce qui établit entré elles une -analogie temar-
quable. L'une et l'autre de ces deux fonctions se ré-
duisent encore 4 lunitéipout z2:0: Mais o diffe:
rence cssenticlle entre la pxemlere et lo,geconde,
cest que la valeur numérique de la premiére est
constammeit au-dessous ‘de fa limite 1, loraqu'elle
n'atteint pas cette limite ; tandis que, dans la méme
hypothése , la valeurt ndmdnque de 1#-sedtnde ‘est

constamment au-dessus
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‘m_ ieeet -
Des Seéries convergentes ¢f dmel gentes. Régles sur
la coqverg gnce des Serw.sr .Sommatzon de quelques

5‘3‘:@3 conver 5ente§. ot

D1 OS2 9l Loeleany s oh te

R B G aana L T R
§. h%sfd_éhzﬁoné'gdnb'ralos- sur bes Séries.
20 aBpéﬁe'ée" uné'é'u‘i‘fh'nfdéﬁﬂfé’dc quantftes

NN S UY SsRNE : crp e e b
iy, W, u,, u &c
. '“m'l LIF A A : ' -3z HN ..X

.qm. dpmg}gs unes d,es aqtreﬁ mpvant lme loi de,
wrings. o5 quentitinellgs:mémes sont lesdkfferma
termeg, ;Lg.}pm;e,,qu@ 1, m/?onsdcle, Soit" ; ;o

S, = U, ARy % % U,

la-sommiuanqngmiérp termpm;/an désignant an

k ]

ngmlgg,smlg quelconque, i, poyr; des valeurs de.

g;o' TS c.rmsgantes 1a soyune s,,.wpwoche indé-.
finiment d’une ‘certaine limite s, la série sera dlt&
cqmwm‘fmﬂ& ko Limite en question sappeliera la

somme de la séric. Au contralre si, tandis. que #
croit indéfiniment, la somme s, ne sapproche d'qu-

cune limite g" ta série’ sera Jwergente , et.n’adra
phsdqm I)aus fu'ud’mmm, be terme quie
corresporid .atiedice #; sawoir: x, ; wers e qudn
nomme le terme général.  suffit que fem dotlne. co
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terme général en fonction de l'indice », pour que l»
série soit complétement déterminée.

L'une des séries les plus simples est la progres-

ston-geometrlque

1, z, ', 2} &c
qui a pour terme général z*, clest-a- dn'e la puxs-
sance n.”™ de la quantxte z. Si dans cette série on
fait lo somme des n premiers termes, on trouvera

[ z"
—

r—
11—z 1—x"? -

I+x+.z"+..;+.z"‘" =

et, eomme pour des vdeurs croxssantes den fa
valeur numérique de la fractlon——- converge vers
fa limite zéro, ou croit au- dela de toute lmmite,

suivant qu'on suppose la valeur numénque de =
inférieure ou supérieure & T'unité , on doit conclure

“que dans la premiére hypothése Ia progression
1, >, &, 2%, &c.... - '

est une série convergente qui 2 POUr SOTAME s oy
- tandis que dans Ia seconde hypothése fa méme pro-

gression est ung série divergente qui n'a plus de
somme.

Dapres les principes ci-dessus établis , pour quc

Ia série

(1) Uy Uy Uyoonthy, Uy, &Co.o. .
soit convergente, il est nécagsaire et il suffit que.des
valeurs croissantes de n fassent converger indéfmi-
ment la somme .
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Cty=U,+u,+u+&c...+u, .

vers une limite fixe s : en dautres termes, il est né-
cessaire et il suffit que, pour des valeurs. infiniment
grandes du nombre %, les sommes

Spr Sprrr Spea &e.....

différent de Ia limite s, et par conséquent entre clics,
- de quantités infiniment petites. D'ailleurs, les diffé-
rences successives entre la premiére somme s, et
chacune des suivantes sont respectivement détermi-
nées par les équations :

By — 8, =4u,,

$prs —Sg =U, T U, ,

8uns

&e.....

Done, pour que la série (1) soit convergente, il est
dabord pécessaire que le terme général «, décroisse
indéfmiment, tandis que n augmente ; mais cette
condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour
des valeurs croissantes de 7, les diff®tentes sommes

=S = Uy Yy FUpea s

YUy AUy s
" N, U,
&e. ....
Cestdudire , les ponqrhes des quantités

Up) Upery Yporr &C....
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prises, & partir de la premiére, en tel nombre que
l'on voudra, finissent par obtemr constamment des
valeurs numériques mferleures toute limite assx-
gnable. Recxproquement lorsque ces diverses con-
ditions sont remphcs la convergence de 1a série est
assurée. :

Prenons pour exemple la progresslon geometnque _

(2) . 1, x, ', 2}, &e.i..

Si 1a valeur numérique de x est supérieure & lumte ,
ceHe du térme général £ croitra indéfiniment avec
n, et cette seulc remarque suffird pour “Constater
dlvergence de la série. La série scra encore diver-
gente, si fon suppose x = = 1 parce qu alors la
valeur numérique du terme generai x”, se redmsant
al'unité, ne décroitra pes mueﬁmment pour des wa-
leurs croissantes de 7. Mais, si la valeur numerlque
de x est s‘%cmeule a l'unité, ies sommes des termes
de la série pris a partir de " en te‘ nombre que
fon voudra, savoir,

n ’ ’ L7
x", . e,

-

. 2
. 1 X e e e
xu‘_r_wﬂ‘rf—ux"‘—u,—.’-_ DA
11— &

NH+1

. — 3
-+ .ZT’H:‘-Z ‘z""_'u._‘t.. ’

Z" 4+ &
1 —Z
se trouvant toutes comprises entre {e$ Himites
o EN e el e
z, Y —a .

* chacune d'elles deviendra infinimenit petite pour des
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valeurs de x jufiniment grandes; et par suite la série
sera convergente, cc que Pon savait d¢ja.

Prenons pour second exemple la série 'numériq:ié

' 1 1 1 [ { .
(3) I O T -—3—, -Z veety el &C....-
d¢-
croit indéfiniment & mesure que » augmente, et ce-
pendantla série n'est pas convergentc; car la somme
. 1
faite - du .terme ——-

Le terme général de cette série, savoir, =

et de ccux qui le suivent jus-
qu'au terme —z‘—n- inclusivement, savoir,

. T 1 1 4
— -+ ... 4+
n 1 n-+ 2 2 — 1 2n ¥

_reste constamment supérieure, quel que soit 7, au
produit

et par suite, cette sommé ne décroit pas indéfini-
ment pour des valeurs croissantes de #, ainsi que cela
aurait fieu si la série était convergente. Aloutons
- que, si. Fon désrgne par s, la somme des » premlu's
termes de la série (3), et par 2™ Ja plus haute puis-
sance de 2 renfermée dans z+4 1, on trouvera

\ \

S,= it > I+ +(3+5)

1 . T ) ' .
+(—4-——l——+"')+' “+(IT‘—_‘-:I- “+- ;‘,;,:; ~+... 4 ;—,,;),

et a fortiori: - . -
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Se>1+t+trdrwi=14 T,

On en conclura que la somme s, croit indéfiniment
avec le nombre entier m, et par conséquent avec n,
ce qui est une nouvelle preuve de la divergence de .
la série.

- Considérons encore la série numérique,

(4) I, %) _“_) : § eee . &c...

1.2 2.3 7" Lag.m !

Les termes de cette série qui occupent un rang su-
périeur & n, savoir,

1 1 i
Do een(abn)’ a3l n(e ) (e) )

&c.. ,

1.2.3...0

seront respectivement inférieurs aux termes corres-
pondans de la progression géométrique

1 '
1.2.3...0'

' '
1.2.3...n° 10" ..,,.3___”"“—;, &C_....

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel
nombre que I'on voudra sera toujours inférieure 4 -
la somme des termes correspondans de Ia progres-
sion geométmque qui est une série couvergente s €t
a plus forte raison, a la somme de cette progression,
c'est-a-dire, a

Crages i =1 T g (1) =g

Comme cette derniére somme décroit indéfiniment
2 mesure que  augmente, il en résulte que la sé-
rie (4) est elle-méme convergente. On-est convenu
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de désigner par la lettre ¢ la somme de cette série..
En sjoutant les » premiers termes, on obtiendra
pour valeur approchée du nombre e

1
1 +_+_+____+ . —
.3 1.3.3 1.2.3...(n—1)

et, Caprés ce qu'on vient de dire, lerreur commise

sera inférieure au produit du #.™ terme par "—1—|-
‘Ainsi, par exemple, si fon suppose n=11, op

trouvera pour la valem approchée de e
(s) - e=2.718581‘8....,

et Terreur commise dans cette hypothése sera infé- -

. . . 1
rieure au produit de la fraction 345678500

par f;, Cest-a-dire, & —m—, en sorte qu'elle
n'altérera pas la 7.* décimale. '

Le nombre e, déterminé comme on vient de le
dire, sera souvent employé dans la sommation des
suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes
pris dans le systéme qui a ce nombre .pour base
sappellent Népériens, du nom de N¢, éper, inventeur

dés fogirithmes, ou hyperbolzgues parce qu'ils ser-
vent a mesurer les diverses parties de l'aire comprise

entre Thyperbole équilatére et ses asymptotes.

On indique généralement Ia somme d'une série
convergente par- la somme de ses premiers termes
suivie dun &c.... Ainsi, lorsque la: série

Yoy Bey U, ¥ ...
TOM. 1. 1
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est denvergente, la somme de cette série est repré-

senitée par .
U, -t U, + U +&c..... ’ N

En vertu de cette convention , Ja valeur du nombre e
se trouvera déterminée par l’equatlon

+ &c‘

(6) e=1+—+—t——u
1 1.2 1e2.3 1.3.3.4

et, si I'on considére {a progression géoméﬁ'ique
1, z, ', z3, &g ..., -

on aura, pour des valeurs numériques de & mfé-
riéutes & l'unité,

() 1+z+2' +2+&e.... =,

1 &

La série
Uy Uy U, ¥, &e....
étant supposée convergente, si l'on désigne sa somme
par &, et per 8, la somme de ses 7 premiors terenes,
en frouvera
(S = U U, U, +u  u +a,,,+~&e....
=S, U, b, +&e...,

et par sulte

ot
e . por

S—-s,,-u +u“,+&c... : N

De cette ‘derniére équation if résulte que 1es quan-
tités :
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-un; o, '-“,“.., &e.. ...

formeront une nouvelle série convergente dont Ia
somme sera eqmvalente as—s,. Silon represente
oette méme somme par.7,, on aura

& 8, .1,y

et r, sera ce qu'on appelle lé reste de la serle( )
i partir du ».™ terme.

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une
méme variable z, cette série est convergente, et ses
différens termes fonctions continues de ., dans le
voisinage d'une valeur particuliére attribuée a cette
variable ; L
S, ,‘ r, et s

sont encore trois fonctxons de la var lable ., dont {a
premiére est évidemment continue par rapport a x
dans le voisinage de la valeursparticuliére dont il
s'agit. Cela posé, considérons les accroissemens que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croitre
x duhe qoantité infiniment petite a. L'accroisse-
‘ment de's, sera, pour toutes Jes valeurs possibles
de nz, upe quantité infiniment petite; et celui de'r,
.deviendra insensible en méme temps que r,, si l'on
attribue & » ane valeur trés-considérable. Par suite,
{wocroissement de Ia fonetion s he pourta étre qu'une
quantité infiniment petite. De cette remarque oh
déduit immédiatement la proposition suivante.

. 1. TrkorkMR. Liorsque les différens ternes de la
série (1) sont des fonetions &'une méms varable «,

e
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continues par rapport a cetle variable dans le voi-
sinage d'une valeur par ticuliére pour laquelle la
série est convergentc ‘la somme i de la série est
aussi, dans le voisinage de cette valeur paracu
liére, ﬁmctwn continue de z.

En vertu de ce théoréme, la somme de la série(2)
devra rester fonction continue de la variable z, entre
les limites x=—1, =1 ce qu'on peut vérifier &
T'inspection de la valeur de s donnée par équation

t
S = .
\—x

§. 2.° Des Séries dont tous les termes sont positifs.’
~ Lorsque la série . '
(1) U,, %, U, .... u,, &c..
a tous ses termes positifs , on peut ordmmrement
décider si elle est convergente ou dlvergente &
Taide du théoréme suivant.
1. THEOREME. Cherchez lalimite ou les lmutes
vers lesquelles converge , tandis que n croit indé-
Sfiniment, expression (u u,)s; et désignes. par k la
plus grande de ces limites, ou , en d’autres termes,
la limite des plus grandes valeurs de l eapresswn
dont il.s’agit. La série (1 )scra convergente, si.lan
k<1, et divergente, si.lon a k> 1.
DEMONSTRATION. Supposons dabord k< 1, et
-choisissons & volonté entre les deux nombres 1 et £
-un- troisi¢me nombre. U, en.sorte quon ait_“ .
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kh<U<x, -7 E

n venant & croitre au-dela de toute limite assiénabfe,
les plus grandes valeyrs de (u,) . ne pourrgnt s'ap,
procher indéfiniment de la limite %, sans finir par
étre constamment inférieures & U. Par suite, il sera
potsible dattribuer' au nombre entier 7 une valeur
assez considérable, pour que, » obtenant cette méme

valeur ou une valeur plus grande encore ,, on ait
constamment

(u, ) <U, u,<U"
H en résulte que les termes de la série -

Upy Uy U, o Uy, U, &,
finiront par étre toujours inférieurs aux teries cor-
mpondans de Ia progression geométnque

,J,U v, ..o, U™, U”‘* &e..
. et, comme cette progression est :convergente (a
estse de /< 1), on peut de la remarque précédente
couclure a fortiori la convergence de la série (1)."-
.Mﬂmm en second lieu, 4> 1; et plaqom

encone« entre, les deux ‘nombres 1 et k un troxsleme
“mombre U, en sorte qu'on ait

5 _— *>H>l. )
Si » vient & croitre au-deli de toute limite, Tes plus

grandes valeurs de (x, ) , en sapprochant indéfi-
niment; de- &, finiront par- devemraupﬁlenresd U
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On pourra donc satisfaire 4 la condition

( )'i » IF,
ou, cequt renent au méme,afasuivam e
u, > U" ) e

par des valours do = aussi oamldanbles qm.foq
woudra et par isuite, on trauvers dans la sénie:

P L e o
uo’ ux’ u:’ "'wnl um-x’ 1’11-0-:.’ &C..'..

RSV L PO
un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes
correspondans de ta progression géométrique

1, U, O 0. U e o, &t e

+ Comme cette progressior est divétgente (d'cause
de U> 1), et quien conséquence ses différens {crmes
croissent & Finfini, la remarque que:{on vqu(tl 99
faire suffira pour etabllr la divergence de la série(1).

Dans un grand nombre de circonstantes, ont peut
déterminer I valeur de Is - qmglt!ﬁ@ &, & keide dy
théoréme 4.° [obap. I, §. 3. . En effog, dp ventu
de ce théoréme, toutes les fois.que lo rqppmt Ji'!a&

convergera vers une hmxte fixe , cefte limite sera ‘
précisérient la valeur de £ On peuf dmlc enmrce}
Ia proposition suivante. it

2. THEOREME. Si, pour des valeurs croissantes

de », le ropport

3 . N A Y
Ypey

. A . “ A . - T h'x;"\rﬂ;': v

obnvonge verg wune kmite fixe X, li gérie(v).seng
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eonvergente toutes les fois quefon oura k<1, et
divergente toutes les fois que {'gn_gurg_k> 1.

Concevons, par exemple,, que Fon cpngigére Ia série

1 . o .1 N .
I, -s-‘ -_._..i ———pt s gt m—-“., &ec...:

1.2 1.2,3

on trouvera - .
ST ‘ Wy
L x.z.;...n ] B S i
- A T.z.§.u n(n-i—l):#a-i—l’ k,—;m.—Q -

et par conséquent la séPRe sera convargemn, ¢ que
Ton sawgit de;a. :

. e premiex des deux théorémes quon vxent d’e-
) hblu ne lpisse d’lp,cerumde sur la convergence on
In dinergance June série dont tous les te;mes sorit
positifs, que dans le cas particulier ou Ia g(uannté
représentée par & devient égale & Tunité. Dans ce
cas particulier, il n'est pas toujours facils de décider
Ia question. Toutefois, nous allpns démontger ici
deux nouvelles propositjons a lmde desqueﬂes on.
peut souvent y parvenh' .

'8 Thkon#ie. Lorsque dans lasérie (i )chaquc
terme est inférieur a celui qui le précéde ) dette

sériOJfah-Mz e . PR
(2) | -’“v-i’"’.“ae‘:'-‘tusng-s—‘:!‘w uy, &e..
. sent an mésiio tra s oo ong inies au dvargenise.
Dtmﬂnmw S\appoaom dabprd la série
¢1) convérgente, et désignons ea SOIMINe Par 5. On

aurs



136 : COURS D'ANALYSE.
Lo Mty = U,y S

‘z"t-i'; =2u,,

fu,<2u, ¥ 2u,, o

i 8--,:;_.;.;{ 2u, A+ 2Up+ 22U, + 2Yy,
&e....;

et par syite, la somme des termes de Ia série (2),
pris en tel nombre que Ton voudra, sera inférieure &

Uy 20—+ 20, 20, + 2U +&C.... = 28—,

Il en résulte que la série (2) sera convergente.
" Sipposotis , en second lieu, Ta série (1) ‘diver-
‘gente. La somme de scs termes pris en trésgrand
nombre finira par surpasser toute lmute Mgnable
et cqrpme on aura
fl =¥,
zu>u,+u.. - A R |
4u, >u +u*+u +u,, ‘
BA byttt oy
&c....,
on devra conclure que la somme-des quantités
lu,y,tdu,, fu, 8u,, &ec.... i

prises en trés-grand nombre finit elle-méme. par
devenirsupérieure 4 toute quantité donnée. La série
(2) sera donc alors divergente , conformenwpt 4u
théoréme énoncé.

hat 2
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COROLLAIRE‘ Si pour la’ série ( ) on prend
‘suivante

(3) L, o TR

' désignaht une quantité queiconque fa série ( z)
deviendrs - -

&ec....,

1, 2%, 4=+, 8=+, &ec.....

Cette derniére ‘est une progression géoméirique ,
convergente forsqu'on suppose x> 1, et dwergente
dans le cas contraire. Par suite, n série (3 ) serg
elle-méme convergente, si u est un nombre supé-
rieur & Funité; et divergente, sifona u=1 ou
BRI, Pnt exempie des trois sé'nes

... (4)) i ,f---;'—,-, "-;l-;-; ‘Z'“;‘, &e. o, .
(5) 1, : [] —';— —i— &e. . ’
(6) 1{ '—:__:;—’. —;_:,-’ ’ 4‘% ,‘8:0 ..... :

la premiére sera convergente, et les deux autres
divergentes.

4.° THEOREME. Supposons que Uon désigne pur
L la caractéristique des lpgarztﬁmes dans un sys-

téme quelconque, et que, pour'des valeurs crois-
santes de n, le rapport

S L(uy r
- "t" RS L L(“— - . A‘:‘. DA ", .

t

D
3
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gonverge vers una limite finie A. Lav série (1) sera
convergente, si l'on a h> 1, et divergente, 5 {ap
ahk<i.

DEMONSTRATION. Supposons dabord A>1, et
choigissons a volopté entre les deux qutnmét veth
une troisiéme quantité a, en sorte qu'on m "y

: h>a>l
Lsnpmo—{‘—((—”—y, oumqgsl

L+
“Yn
L (n) .
hmra par étre, pﬁur de tre&-gmndes valeurs de &
constamment superlem ala quantlte a. En d’ autres
termes, » wenant, A croitre gu-del§ d’une mrtame
limite, on aura tou[ours

L(

L (n)

>a,

ou, ce qui revient au méme,

L(Y) saL(n) S
TR e 3%,

1 toa
Yo <

H en résulte que les termes de la série (1) finiront
per étre constamment ipférieurs aux termes corres-
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/
~ pondang de lo. suivanta:. ,
':s" A c~-.- W Ly LR o Y
I, 28 ? “37,_-27...—;;-, W’ &9....;__1

ot, comme cette:dermiére sera converganto (4 osuse
de &)y om- pourry de la remarque précédenst
eonchave ‘i fortieni Ia convergence: de Ja sérig (1).
‘Suppossns, en sedend.lien , A< 1 ; ot-plagons en-
core. ontre. les quantités 5 ot A une woisidme qmll-
tztéa,enmqtﬂonat : " W4

h<axr Heo o0

On fmira par 'avoir constamment, pou: de trés-
grandes valeurs de’'n,

KA LECRTRY - & "f"' e e -‘.\
FETIRE A(»')' S e
ou, ce qux revrent au méme , - LA

E (_) 2y (‘n)
et w»g‘m u'n -, ‘. e
1 € VT ) T

";: <R,
]
U, = ?t.‘ <

I en resdte, que les. tevmes de ln-ségie (:)‘ fniront
ém@,const.nmmem SUpriers Qux. iﬁrmee copres-

Pqu.g.n,gde {W&l}t@ e e iaw

S INTIL S .a-.
rr“ﬂ X (w} T e

ct, Mmahdiené mmwﬂ f& ”
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de a<1), on pourra de Ia remarque qt'on vient
de faire conclure a fortiori la drvergence de 1a
série (1). \
- Etant données deux séries mnvm-gomﬂnnttom
Jes termes sont” positifs’, on peut, em.ajoutant ou
multipliant ces mémes termes , former. une -nouvelle
série dont Ia somme résulte de I'addition. ou:de la
multjplication des sommes- des deux premwres.»Nous
établirons 4 ce sujet les denx théoremea ‘suivans :

5. THEOREME. Sosent
) Uy Uy Uy ..t &C.. Gy
Vo, U, U, ... U, &Ly
deux séries convergentes, qui, uniquement compo-
sées de termes positifs, aient respectivement pour
-sommes s et 8' N IO T .:Lr”) @
(8)  wrtv., uu; uty,, o uy,, &e.
sera une nouvelle serie convergente ) QUi AUra pour
somme s+
DimonsTRATION. Si Ton fait
S, = U, U+ Uy~ ... AUy,
P B o . PUSTCE LI
s, 'et ', convérgéront’ respectrvement pour des
valeurs croissantes de n, vers les Timites s et &' ik
suite, s,+s', , clest-a-dire, fa somme des n prexiuers

termes de la série (9), convergera vers la limite s—+¢’;

‘o8 quirsuflit: poay $tablir le théopcnt:énomot:. 3¢
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.- -8.° THROREME. Les mémes choses étant posces
que dans le theoréme précédent,

oy UV, UV, B VAUV +UTY,,....

(9){

‘3era une nouvelle série convergente, qui aura
pour somme ss'. ‘
DripManNsFraTION. Soient-toujours s, s, les
sommes des n premiers termes des deux séries (7),
et désignons en outre par s", la somme des 7 pre-
miers termes de la série (9). Si f'on représente par

u v, +uUv, , + . “+u,,v.+u,v,, &c...

n—13

Cest-a-dire, '~

dans le cas contralre on aura evrdemment

lorsque ~ est impair, et

'0"0"‘(“0"’ x+“x.°)+' o (o 8,0 Y """u"')
K (Mot ) (VoY v, )
ot > (U, it tn) (Vo9 4. .4 Vg);
ou,en d'autres termes, -
s, <8, ¢,
et > 8, Fpere
Concevons maintenant que: fon fasse' crottre - au-
dela de toute limite. Le nombre

3 [
—_——
b v 72

m =

. . -U;’ - . . . : .
croitra fui-méme indéfiniment ; et les deux sommes
8,5 Sme: cOnvVergeront vers Ia limite 5, tandis-que
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&, et s, tonvergeront vers la limite s'. Par swte,
les deux produits s, 3',, 3,m; & p.i, €t la sSomneg
s", comprise entrc ces deux,produits, convergerbnt
vers la limite 55" : ce qui suffit pour établir le théo~

réme 6.} '
§. 3.5 Des Seriet i renferment des cepmed poahuf:
. &t des iermes negalifa. A
Supposons que la série
(x,)A Uy, Uy, u,....8,, &e....

se compose de termes, tantét positifs, tantdt néga-
tifs : et soient respectivement .

(@) ey P Paees pay Eeenn
les valeurs' numériques de ces mémes termes, en
sorte qu'on ait
a=:kp, u=:kp, u,=:tf,,-‘;.u,m:tf,, &e:..
La valeur numérique de la somme
Uy~ 8y Uy U,

ae pouvant jamais surpasser

Pot Pt Pt P,

il en résulte que Ia convergence de la série (2) en-
trainera toujours celle de{a série(1). On doit ajonter
que la série (1) sera divergente, si quelques tetmes
de la série (2) finissent par croitre au-dela de toute
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limite assignable. Ce dernier cas se présénte lorsque
les plus grandes valeurs de ( f,,)f"‘ convergent, pour

des valeurs croissantes de 7, vers une limite supé-
rieure & P'unité. Au contraire, lorsque cette limite
devient inférieure a Tunité, la série (2) est toujours
convergehte. On peut, én conséquence énoncer e
théoréme suivant:

1. TatortMe. Soit f,, la valewr rumerigie du
ternie général u, de la serie (Y); et désignons par
k la Gmite vers laguelle convergeént, tandis gue
# croft indefiniment, les plus grandes valeurs de
Pexpression (1,)*. La série (1) sera convergente,
si Pon a k<1, et divergente, si Fon a k> 1.

Lorsque la fraction %‘,—L , Cest-a-dire, la valeur

numérique du rapport 2=
fimite fixe, cette limite sera, en vertu du 4.* théo-
réme [¢hap. I, §. 3.°], fa valeur cherchée de £
Cette remarque conduit 4 Ia proposition que je vais
écrire. ‘ - :

2.° THEOREME. S, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numeérique du rapport

» convergera vers une

u
n+1

Uy

converge vers une limite fixe k, la série (1) sera
" congergente, towtes les fois que Fon aura k<1, et
' divergente, toutes les fois que l'on aura k>1.
Par exemple, si fon considére la série
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1 v .
I, — -+ T T g’ +&c"..,
on trouvera
Ynwt e 1 — e —n-
u, - 41 ! k= oo =03

d'ou il résulte que la série sera convergente.

Le premier des deux théorémes qu'on vient d'é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série que dans le cas particulier
ou la quantité représentée par & devient égale @
T'unité. Dans ce cas particulier, on peut quelquefois
constater la convergence de la série proposée, soit
en sassurant que les valeurs numériques de ‘ses
différens termes forment une série convergente, soit
en ayant égard au théoréme suivant.

3. THEOREME. Si dans la série (1) la valeur nu-
mérique du terme general v, decroit constamment
et indéfintment, pour des valeurs croissantes de »,
si de plus les différens termes sont alternativement
positifs et negatifs, la série sera convergente. -

. Considérons, par exemple, la série

’ 1
(3) 1, ——, +-§-, —%,—l—&c..:ts;-, ;;'_-'—;,-&c.

La somme des termes dont le rang surpasse », si
on les suppose pris en nombre égal & m; sera

(' L S =\
(”_H vl M-&-&c..._ —

Or 1a valeur numérique de cette somme, savoir,
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E-ﬁ}+;—3——;ﬁ—4+&c....:&7~:—;’~:
=L _'___'_)_(_'--—”:T_;)—&c.....
=",..",I"' n—ll-z n+3 | ) ( ;'f_6)+&c?

étant évidemment .comprise entre

<y et 1 ’ 1
"+ - P n4-3 ?

décroitra indéfiniment pour des valeurs croissantes
de », quel que soit m, ce qui suffit pour établir la
convergence de la série proposée. Les mémes rai-
sonnemens peuvent évidlemment sappliquer a toutes
les séries de ce genre. Je citerai, entre autres, la
smvante y _
,;.(4). L dy —o +_f;;‘—, _ 4,_ , &coney -
laquelle, en vertu du théoréme 3.°, restera conver-
gente_pour toutes {es yaleurs positives de x.
Si dans la série (4) on supprime le signe — de-
vant chacun des termes de rang pair, on obtiendra
la série (3) du §. 2., qui ¢st divergente toutes les
fois que Fon Suppose u=1 oU M<1. Par suite, pout
transformer une série convergente en série diver-
gente, ou reclproquement il suffit quelquefois de
changer les signes de certains termes. Au reste,
cette remarque est uniquement applicable aux séries

" pour lesquelles la quantité désignée par % dans le

2.° théoréme se réduit a Iunité. o
TOM. 1. K
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Etant donnée une sério conver, gente dont tous
les termes sont posmfs on n¢ peut qn&ugmenter
la convergence en diminuant les valeurs numenques

. de ces mémes termes , et changeant les signes de
quglquﬁs-uns Il est bon d'observer qu'on produira
ce double effet, si Ton muitxphe chaque terme par
un sinus ou par up cosinus ; et cette observation
suffit pour établir la proposition suivante.

4.° TukorkME. Lorsque la série
.-.(ﬁ) “Por Pir Pir ee Pus &C.L

uniquement formée de termes paaatﬁ, est conver-
gente, chacyne des suivantes

§ f,,oos.eo, f‘cos.o, , f,cos.o,, cen f,,éos.aﬂ-, &e.. o
lf,sin.eo , fxsin.e, , f,,sin.e, g e f,,sin.e,,, &c cee

lest pareillemc;nt quelles que soient les valeurs
des arcs 9,,9,, 9, ... 8,, &c.,..

CoRroLr4iRE. Si Ton suppose genéralement
0, = =8,

0 désignant un arc quelconque, les séries (5) des
viendront respectivement

)
.
Ces deux derniéres seront donc toujours eonver-

gentes en méme temps que la série (2).
Si Ton considére a-la-fois deux séries dont che-

Po> f,cos.e,f,cos.ze v P COS. b, &ec...
P lin.e, f,sin.ze -+ Pysin. nG &e.....
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cune renfering ‘des termes positifs et ‘des termes né-
getifs, on démontrera facilement a leur égard les
ﬂomémesg et 6.° ﬂusecondpnughphe ainsx
qu 'on va le fuire voir. -

x A Turkonm. Soient

u, u, 4, .... u, &c.
)

denz séries cbnvergentes qui dient fe&pectwement
pour sommes sets ;

(8) w-+v,, u+v,, #-+y,,.. D, &e. .,

Uy 9,, b, .... b, &e..

sera une nouvelle série convergente, qm am'q pour
somme s+

DEMONSTRATION. Si Ton faxt

Re L )

S, =U, W U, . o

‘,‘ﬂ”."ﬁ‘ b,x"‘"’”,"‘""-&o:i‘v

n=t 3
s, et &', convergeront respéctivéinent, poin: des va-
leurs croissantes de n, vers les limites 5 et s'. Par
suite, 8,6, Cest-d-dire, la somme des » premiers
termes de la série (8) convergera vers la limite
$-+§'; ce qui suffit pour établir le théoréme énoncé.
6. THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme precédent, 5i chacune des
séries (77) reste sonvergente, lorsqu’on réduit ses
différens termes & leurs valeurs numériques;

: @){a Vay W, 40, Y, N, VY, L

er U W e, D, . U, Y, Y, , &C...
K ”
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sera une. nouvelle serie convergente, qui aura pour,
somme ss'.. - : ; "
. DEMONSTRATION. Soient toujours s, , &, fes
sommes des n premiers termes des deux séries (7),-
et désignons en outre par s”, la somme des » pre-
miers termes de la série (g). On trouvera

$,8,—s8 =u, v, +(u,,_,v,,__,+u Vo) + e
._._..._+(u Vb Uy U+ e UV, UV, ).

De plus, le théoréme 6.° ayant été démontré dans le_
second paragr aphe pour le cas ot les séries (7) ne
renferment que des termes positifs, il en Tésulte que
dans: cette hypothése chacune des quantités s, s',,
s, converge, pour des valeurs croissantes de n, vers
la limite s, et, par suite, la différence s,5',— o,
ou, ce qui revient au méme, la somme

Uy Vo, + (U5 ¥+ 2, V) + e

o (U VU Y U, UuY,)
vers la limite zéro. '

- Concevons maintenant qué les termes des séries

(7) étant lés uns positifs et les autres negatlfs on dé- :
slgne respectxvement par . ~

fo"fl’ fl’ "‘fﬂ’ &c"'.' \
(lo) I /: l' ? . o ". .
Py Prs Par cee Py &c....,

fes valeurs numériques de ces différens termes. Sup-

posons de plus, conformément & 'énoncé du théo-
réme, que les séries (10), composées de ces mémes

w
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valetirs numerxques , soient  toutes deux ‘conver-
gentes. En vertu dela remarque qu on, vxent de faire,
la somme .

e Pat Pt (Pat Placa + Pucs f’,-..)_«n-_ ereeas
RV e Y e B N

[

conéergem; pour des valeurs croissantes de 2, vérs
Ia limite zéro : et, comme la valeur numérique de
cette somme sera évidémment superxeure a celle de
Ia sulvante :

-

Upii Vi (U Va0, U, )+ e

cove+ (0 U, vy, UYL,

il en résulte que cette derniére, ou, ce qui revient
au méme, la différence s,s',—s*, convergera elle-
méme vers la limite zéro. Par suite, ss', qul est la
limite du progduit s,s’,, sera encore celle des”,. En
dautres termes , la série (9) scra convu‘«reute et
aura pour somme le produit ss'. .

ScaoLig. Le théoréme précédent pourralt ne
plus subsister, si les séries (7) supposées conver-
gentes, cessaient de I'étre apres la réduction de cha-
que terme & sa valeur numérique. Concevons, par
exemple que pour chacune des séries (7) on prenne
la smvante

|-

] 1
(r1) 1, =%, +-5%, ——5, +—, —&ec..
27 3? 4 5?

La sdrie (9) deviendra .

303
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Lo () GrevE)
—(Fr+vmrvatT) e

Cette derniére est divergeate. Car son terme géné-

ral, savoir,

(13)

:1:(—-3—+'+'+‘-|;-'-l-')
TNVETYER v T Ve Ve

a une valeur numériquq évidemment snpénieure 'Y

n _ 4n }i
i(—?—-l-l) {3 nta )0
2 \2 A

lorsque. n est pair, et &

=

lorsque % est impair; cest-a-dire, dans tons:.lgs cas
possibles, une valeur numérique supérieure 3 l’pnité.-
Cependant la série (11) est convergente. Mais on
doit observer qu'elle cesse de I'étre , lorsqu'on réduit

- chaque terme 4 sa valeur numérique , puisqu'elle se

change alors en la série (6) du §. 2.°

§. 4.° Des Series ordonnces suivant les Puissances

ascendantes et enticres d'une variable.
Soit

(1) a,, azx, az',...a,x", &c...
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wne série evdontée survant fes pmsmrees mﬂéve‘s
et ascendantes de k variable £,

(z) a, a,, a,,....a,,'&c.. . '
désignant.des coefficiens constans positife on néoa-
tifs. Soit de plus 4 ce que devient pour la-série 6,5,)
la quantité £ du paragraphe précédent[voy. le§ 3
2.¢ theoreme] La méme quaritité, calculée pour la
série (1) sera équivalente 4 la valewr numérique dy
produit , :
Azx.

Par suite¢, la série (1) sera convergente, si cette
valeur numérique est inférieure a Punité, c'est-d-dire,
e d'sutved termies, si fn' vafeur numérique de fu v

riable z est mferxeure & — . Au contraire, la série (1)
sera d’ivergente, sila val’eur numérique dé z sirpasse
«ks . On peut donc énoncer la proposition suivante.
1. Tkordme. Soit 4 la limite vers liguelle
converge, pour des valeurs ervissantes de n , la ra-
cine n.™ des plus grandes valeurs numériques de

a,. La série (1) sera convergente poar toutes les
valeurs de = comprises entre les limites

z=——2, =+,

et divergente pour toutes les valeurs de z situées
hors des mémes lLimites.

Lorsque la valeur numérique du rapport 2=
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_converge vers une limite fixe, cette limite est [en
vertu du 4. théoréme, chapitre II, §. 3 ] la valeur
. cherchée de 4, Cette remarque condmt 4 une nou-
velie pl'OPOSIt!Ol’l que ,e ValS ecrlre e

9.* THEOREME. S%, pour des valeur: crommtes
de n, la valeur numérique du rapport ‘

.IQ'I
€y

converge vers la lkimite 4, la série (1) sera con-
vergente pour toutes les valeurs de & campmes
entre les limites '

1 )
—4 T /

et divergente.pour toutes les valeurs dc > u'ham

kors des mémes limites.

COROLLAIRE 1. Prenons pour, exemple la série
(3) 1, 27, 32, @’,-...(ﬂ-ﬁx)xﬂ, &c...

Comme on trouvera dans cette hypothése

Gpuy __ B2 '

. G S 55
et par suite,
A = I,

on en conclura que la séric(3) est convergente pour
toutes les valeurs de x renfermées entre les limites

r=—1, r=++1,

et divergente pour les valeurs de z situées hors de .
‘ces limites.. - - . ' -
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~COROLLAIRE 2. Prenons pour second exemple
la série . ] A
- . 'Y J 3 oo = .o ) ,
(4) '—T"’ : ? 'T', .oou"_;—.' &C¢o'-
dans laquelle.le ‘térme constant est’ censé réduit a
zéro. On trouvera dans cette hypothése )
a,,.,_, — . — 1 .
a, t—? n—t1 '.’—.'1-1--:-'- 4
et par suite. 4 = 1. La série (4) sera donc encore
convergente ou dxvergente, suivant que la valeur
numériqie de x sera mfeneure ou superxeurc a lu-
!nltéu . o . R ]
COROLLAIRE 3. Sx pour la serxe (1) on prend
la suivante , o
- () 1, -i:—.z", —E—(—’:—‘%'—)—x’, eeeaee
5 .
#(n— ')(/4—1) (n—n—f- l) z*, &e...

TRE 5 TRTPwY

oo

# désignant une quantité qug:lconque, on trouvera

r— 2

: “-;o-:"___p".'”.___
a, R4 1 ‘ l..'.._l_’
”
- et par suite,
t
g
A = bim. == - =1r.
1+ 1+

.On.en.conclura que la série (5) est, comme les sé-
- vies (3) et (4), convergente ou divergente, suivant
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que Fon astribue akmbh.zunsvdmrnmné-

rique inféricure ou supérieure & lunité. .. .. .
CoroLLAIRE 4.* Cousidérens encore la série

-

© 1,2, =, == w'j.,mm

. raa ? r.s4y ] 1.5,

Comme on aura dans ce cas

Bpwr __ L

@,  nu?
et par suite, '
: v

Ad=F=o, _
on en conclura que la série est convergente entre
Jes. barites -. s

F=—i=—00, T=—4 =+ 00,

Cest-a-dire, pour toutes les valeurs réelles: possibles
de la variable z.

COROLLAIRE j.* Conslderons enfin la série
(7) 1 vz, r2g 2.3.40 0002300 &...
En lui appliquant e théoréme 2.°, on trouvera

an*"l

=n+1, A= o00;

n

et fon aura par suite,
—_— 0

On en conclura que la série (7) est toujours diver-
gents, excepté lorsqu'on suppose x =o, saquet cas,
elle se réduit a son premier terme 1.
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.En examinant les' sésultats qu'an vient dobtenir,
om reconnait lmmedlatetpent que, parmi les séries
ordon.nées suivant les puissances ascendantes et es-
tieres de la variable z, les unes sont tantét con-
vergentes, tantot divergentes, selon Ia valeur attri-
buée & cette variable, tandis que dautres restent
tou,ours convergentes, quel que soit z, et dautres
tou]ours divergentes, excepte pour z=o. On peut
ajouter que le théoréme 1.” ne laisse dincertitnde
sur la convergence dune semblable série que dans
le. cas ou la valeur numérique de z. dev:ent égale

& Ia censtante positive représentée. par —-, C'est-
dize,, loxsqu'on: suppose .

1
. ' r == =
Dans ce cas particulier, la série est tantét conver-
gente, tantdt divergente; ct Ta convergence dépend
quelquefois du signe de la variable 2. Par exemple,
si dans la série (4), pour laquelle 4 =1, on fait
successivement :

on obtiendra les deux suivantes
(8) 1, ’i‘ ’ - ’

(9) — 1, """';v "‘—!" '+’_I‘7
SO 2 .3 4 )
dont Ia premiére est divergente [voyez dans le §. =
le corollaire du 3.° théoréme], et Ia seconde conver-

! ’ -
— &C-‘..

ot
-4
.o =—, &ec...,
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gente ainsi que cela résulte du 3. ’theoreme[§ 31
Il est encore essentiel de remarquer que par suite
du premier théoréme, lorsqu'une série ordonnée
suivant les puissances ascendantes et cntiéres dune
variable # sera convergente pour une valeur nu-
mérique de & différente de zéro , elle restem con-
vergcnte si Pon vient & diminuer cette valeur nume-
rique, ou méme 4 la faire décroitre indéfiniment. . -
Lorsque deux séries ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de Ia variable z sont
convergentes pour une méme valeur de Ia variable,
‘on peut leur appliquer les théorémes 5 et 6 du §. 3.
Cette remarque suffit pour établir les deux propo-
sitions que je vais énoncer.

3. THEOREME. Supposons que les deux séries

a, a,r, ax, ...a,,x , &c...,

b, bz, bz, ... b, 2*, &...,

_(m>

étant a-la-fois convergentes, lorsqu’on attribue a
la variable z une certaine valeur, aient alors pour.
sommes respeclives s et s

(11) a~+b, (a~+d,)z,(a+b,)r, ...(a,,—o;bn)x"; &c..

sera, dans le méme cas , une nouvelle serie conver-
genle, (]uz aura pour somme ss'.

CoroLLA4IRE. On étendra facrlement ce théo-

réme i tant de séries que I'on voudra. Par exemple,
si les trois séries . : -
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: - w,, ax, azx, &...., "
1 S . 2
b,, bx, bz, &c....,

€, €, Z,. Ac.,‘.g’,- &co...y

sont corvergentes pour une méme valeur attribuéé‘-

A la variable z, et que 'on désigne par s , s s .
* Jeurs sommes respectives, . ‘

a,-t-b,-j»-c', , (a,+b_,-a;-c,,).p , (@+b,+c )z, &c... .
sera une nouvelle séne convergente, qui a,ura pour
somme s+ § —+s".

4. THEOREME. Les mémes choses étant pospes
que dans le théoréme précedent, si de plu.s' chacune
des ‘séries (10) reste convergente, lorsqu’on réduit
ses différens termes a leur.s' valeurs numériques ,

- ; ab,, (ab,+ab)x, (a b+ab,+ab)x, ...
(12 (a.b,+ab, . +.+a, b +a, b, Sz, &e...

_sera une nouvelle série converg'ente , qui aura pour
somme ss'.

CoroLLAIRE 1" Le théoréme precedent se
trouve compris dans 1a formule

(13){

qui subsiste dans le cas oit chacune des séries (10)
reste conve;‘gente fors méme qu'on réduit ses diffé-
rens termes i leurs valeurs uumérxques et qui sert

(@gt-a, 248, s*+8&...) (Bo—+b, 2+ b, 2 +8c.. )

= “obo+(aob +a,b)z 4+ (“ob;+“16 x+“;bo)"‘+&c-.- Y
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a4 développer dans cette hypothése le produit des
sommes des deux séries en une nouvelle série de
méme forme.

CoroLLAIRE 2 En répétant plusieurs fois de
suite Topération indiquée par Péquation (13), on
pourrait multiplier entre elles les sommes de trois
ou d'un plus grand nombre de séries semblables
aux séries (10), et dont chacune resterait conver-
gente aprés la réduction de ses différens termes a
leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait
la somme d'une nouvelle série convergente ordon-
née suivant les puissances ascendantes et entxeres de
h varmble z. :

' COROLLAIRE 7.* i dans les deux eoroﬂalres pré-
cédens.on suppose que toutes les séries dont on
mulnp{xe les sommes deviennent égales , on obtien-
dia pour produit une puissance entiére de fa somme
de chacune delles ; et cette puissance se trouvers
~ encore représentée par la somme d’une .série du
méme genre. Par exemple, ¢ dans Téquation {1 3)
on fait a,=b,, a,=b,, a,=b,, &c..., on en tirera -

(14)

CoroLrarre 4. Si lon prend pour termes gé-
néraux des séries (10) ‘ :

F()‘—“')(#"‘l) (g nH ) .
1.2.3.....8

(g,+~a,z+a x +&c..... )
=a’+2a.a,x+(2a,6,+a*)z" +&c....

p(pw—1) (& —z) (/4 —A) e
1.3.3.. : ’

et

’
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p; ' désignant deux quantités quelconques, etia
variable r étant rerifermée entre les limites £—=—1.
Z=-+1, chacune des séries (10) restera conver-
gente méme lorsqu'c on réduira ses différens termes
& leurs vafeurs numériques, et le terme ganenl dq
Ia série (1 2) deviendra . -

[l‘(l‘-—l) (n—n+-) w (o). .. (e—n-t2) #"
1.2.3. 1.3.3...(8—~1)

—.

p » (p—a) (,u—-n+2) -+ o (M—r).. ("'"’H‘")}xg

1 1.2.3...(8—1) 1.2.3

— (o) (e’ —1) (Hﬂ’—z). R o e ) R
i.2. 3
Ceh Pose: si Ton appelle P /.:.) la somme de h
premlere des séries (10) dans Thy potheae que Ton
vient dc faire , cest-a-dxre si Ton pose

(5) . PUmie o KD ooy g

fes sommes des séries (10) et (12) seront respects
vement désignées, daus la méme hypothése, par,

P(r), P(u') et cp(pw-/x.), en sorte que [é-
quation (13) deviendra

(16) D). P(W) = P(urr).

Lorsque dans Péquation (13) on remplace la
- somme de la série _

5, bz, bz, &e.....
par- un polynome composé dun mombre ﬁm de
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termes; on obtient une formule qui ne cesse jamais
d'étre exacte, tant que la série

a,, a,r, a,x‘,_|&c......

demeure convergente. Ceest. ce que nous allons
prouver directement, en établissant le théoréme
qm syit.

"5 THEOREME. 8%, la série (1 ) etant conver-
gente, on multiplie la somme de cette série par le

polynome o .

(17) k™1™ 4 &e... .pT+q,

dans lequel m désigne un nombre- entier, on 0b-
tendra pour produst la somme d’une nouvelle sérié
convergente de méme forme, dont le terme géneral
sera ' ' ’

(qa,, +pa,.+... .l‘ai:—uwt +k -aﬂ-”’)x"'

pourvu que lon considére comme nulles dans leg
premz'ers termes celles des quantités

*@ux s uan-z cees Qs s aM’

qui se trouveront aﬁéctees d’indices negatgﬁ en
d’autres termes, on aura

(hx LB A-pz49) x (a,+ 8,2 +a ' &e...)
=ga;+(98,+Ppao)T+...+(ga,+pay +.. .+Ia,+kn.,).':‘.

(18) +&e.....

B € AC L 0 TINC TRy 2Ty TI Y LR ET
. s K
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..DEMONSTRATION. Pour multiplier la somme
de la série (1) par le polynome (17), il; suffira de
la multiplier successivement parles différens termes
de ce polynome. On aura donc
(k" 1a™" ... +pr+q) (Go+ a;:+a,:t‘\+&c.. .)

=g (a,+a,x+a,z* +&..)+px(a, +a,zx+a,z* +8{1c;. 2)

-+ &e.... '

4 Iz™ (do-i-a z4a,z'+...) + k2" (a+ a2+ a2+ K. )
Comme .on a de plus, pour des valeurs entleres
quelconques de n,

¢g(as+a,r+a,x*+..... +a,_ ")
= qa,+ga,z+4+ga, x>+ ..... +ge,, ", -
on en conclura, en faisant croftre » indéfiniment,
et passant aux limites,

q (.a.-i—a k-o-a,x‘—f-&c ..... ) == qa,+ ga,3-+qga,x*+8e.. . .
On trouvera de méme '

Pz (a'.,—l—-al.:-{-u,x‘-g-&c .) == pa.r—+pa,z*+pa, 3’+&c

&e..... ' -

1™ (agta,s4+a,z *+42‘:c )= za.,x"-“q-z«,wﬂa,w'—.-&c... ,

k™ ( Gots .t+a,a: +&c )= kaoz"Ma,z"*‘Ma,z'"*’-l;&c...

Si l’on-_a]qute ces derniéres équations, et qu'en for-

mant la somme des seconds membres on réunisse les
coefficiens des puissances semblables de Ia variable
z, on obtiendra précisément la formule (1 8).
Copgqvons, maintenant que dans la série (1) on-
fasse varier 1a valeur de & par degrés insensibles.
TOM. 1. . - L
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Tant que la série restera convergente, cest-u-dn'e,
tant que la valeur de + demeurera compnse entre |

‘es limites

.

B I B
Ia somme de Ja série sera [ en vertu'du 1.* théo-
réine, §. 1] une fonctien centinue de la variable x.

Soit @ (z) cette fonction continue. L'équation
P (r) = a,+ax+ax +&c.....

subsistera pour toutes les valeurs de = renfermées
entre les limites ——-, -~—; ce que neus indi-
querons, en écrivant ces limites & ebté de Ta serle,
comme on le voit ici o

o =

(19)  (r)=a,+a.x+a.z'+&c... ’:’ -

‘Z‘——-’i-z-

Lorsque la série est supposée connue, on peut
quelquefois en déduire la valeur de la fonction @(z)
sous forme finie ; et c'estla ce qu'on appelle sommer
la série. Mais le plus souvent la fonction @ (z) est
donnée, ct Tan se propose de revenir de cette fonc- -
_tlon alaséric, ou, en d'autres termes, de developper '
la fonction en série convergente ordonnée suivant
fes puissances ascendantes et enfiéres de fa variable
z. H est facile d'établira ce su]et la propOsmon que
je vais énoncer. '

6.« TakOREME. Une fonction continue de ba va-
riable = ne peut étre développée que d'une seule
mantére en série convergente ordonnée suivant les

1
~
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. puissances ascendantes et entiéres de cette va-
- rable.

DZmonsTraTioN. En effet, supposons qu'or
ait développé par deux méthodes différentes la fonc-
tion @ (); et soient _ '

a,, a,z, a,x ...a,z", &c..., 5
b,, b.x, b,z ...b,2", &c...,
fes deux développemens, clest-a-dire, deux séries

dont chacune, étant convergente pour, des valeurs
de x différentes de zéro, ait pour somme , taut
quelle demeure convergente, la fonction ? (.z') Ces
deux séries étant constamment convergentes. pour
de tres-petltes valeurs numériques de = ,.on aura,
' pour de semblables valeurs,

a,+a‘a:+ax +&c... = b, +b,2+bx “r&e...

Comme , ‘ en faisant évanouir -z, on' tire de I'¢:
quation précédente

a = b
il en résulte qu'on peut la réduire ganemlemmv
cax+a, +&c =b .z'+1;x"-g—&c oy ’
ou, ce qm rev;ent au méme, a -
x(a +a,r+&c. . )__x(b -e—&.:-e—&q, O
Si lon multiplie par — les deux membres de cctte
derniére equg.tan,.ion_.obtxepdra la suivente
e, a8 . b, b, xa-Ke.
' ‘ ' L*
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qui devra encore subsister pour de trés-petites va-
{eurs numériques de la variable =, et de laquelle on
conclura, en posant x =o,

a =b.

I 4

En continuant de méme, on ferait voir que les cons-
tantes a,, a,, a,, &c... sont respectivement égales
‘aux constantes b, b,, b,, &c...; d'ou il suit que
les deux développemens de la fonctxon @ (<) sont
- identiques.

Le calcul dlﬁ'erentxel fournit des méthodes trés-
expéditives pour développer les fonctions en séries.
Nous exposerons plus tard ces méthodes; et nous
nous bornerons pour l'instant & faire connaitre, avec
Ie developpement de la fonction (1 + ), dans-
laquelle u désigne une quantlte quelconque, deux
autres développemens que Yon raméne facilement
au premi_er, savoir, ceux des fonctions o

A* et L(1+x),

A désignant une constante positive, et L la carac-
téristique des logarithmes dans un systéme choisi &
volonté. En conséquence, nous allons résoudre fun
aprés Tautre les trois probiémes qul suivent.

1.* PROBLEME. Developper , lorsque cela se
peut, la ﬁmctwn - :

(1+ x)"

en série convergente ordonnée sutvant les puis:
sances ascendantes et entiéres de la variable a.
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Sorvrion. Si d'abord on suppose’ u=m, m
désignant un nombre entier quelconque on aura,
par fa formule de Newton ,
m(m = 1)
1.2

(x +x)"’= 1+'—'11x+ x +&e....

La série dont la somme constitue le second membre
de cette formule est toujours composée d'un nombre
fini de termes : mais, si Ton y remplace le nombre
entier m par une quantité quelconque u, la nouvelle
série que fon obtiendra, savoir,

“(5) 1, Lop, 2D ') , &c..... )

1.2

se trouvera composée en général Cun nombre indé-
fini de termes, et sera convergente seulement pour
des valeurs numériques de = inférieures a Punité.’
Soit, dans cette hypothése, @(u) la somme de la
nouvelle série; en sorte qu'on ait

(rs). ¢(ﬂ)‘=l+$-x +'u(" ) *&e... {x=-‘~}.-

=41

En verta du 1. théoréme [ §. 1.}, @ (u) sera
fonction continue de la variable n entre des limites
qnelconques de cette variable , et 'on aure [voyez le
3.* théoréme, corollaire 4 ]

(16) (-0 (W) = Qi+ ')

- Cette derniére équation, étant entiérement seme
blable & Téquation (2) du chapitre V [§. 1.*], se
résoudra de la méme maniére ; et I'on en conclura
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¢ () =[@(1)]" = (1+=)". ‘
La valeur de @(u) étant ainsi déterminée, si on la
substitue dans la formule (15), on trouvera, pour
toutes. les valeurs de x comprises entre les limites
T=—1, T=++1,

(20) (""x)'—l“"”x-*-"(”-')x-l-&c {::::}

Lorsque Ia valeur numérique de = devient su-
périeure & Tunité, la série (5), n'étant plus conver-
gente, cesse davoir une somme; en sorte que.T'é-
quation (20) ne subsiste plus. Dans la méme hypo-
thése, il devient impossible, ainsi qu'on le prouvers
plus tard a laide du calcul infinitésimal, de déve-
lopper la fonction (1 —+-.z') en série convergente
ordonnée suivant les puissanoces ascendantes, et en-
tieres de la variable z.

CoroLLAIRE 1. Si dans I'équation (20) on rem-
1 . ;e
place w par —, et z par a %, a désignant une quan-
tité infiniment petite, on aura pour toutes les valeurs -
de a.x renfermées entre les limites —1, 41, ou,
oe qui revient au méme, pour toutes les valeurs de
 renfermées entre les limites — =y

(:-—v)(--—za)»fdc o

(n+¢z) Si= :+ +—-—— (1 --a)

,.¢,=—.
o =

LR L
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Cette derniére équation devant subsister, quelque
petite que soit la valeur numérique de «, si I'on
désigne & lordinaire, par Pabréviation lim. placée
devant une expression qui renferme la variable «, la
fimite vers laquelle converge cette expression, tandis
que la valeur numérique de a décroit indéfiniment,
on trouvera, en passant aux limites,
2 3
lzm (l+a,x) =i ———+-—-—"——-+ &e...
1.2.3

(a1)

. { =—00 (,
- . . LN L] L] S=+m s.

lireste a chercher Ia fimite de (i +a,.z') = . Or, en
premier lieu, on tirera de la formule precedente

bm. (1 +a,)

ou, en d’autres termes,
(22) fm. (1 +d,)%=e.,

¢ désignant la base des logarithmes népériens [voy.
le §. 1., équation (6)]. On en conclura immédia-
tement

T

lim. (1 +az)** =e,
et par suite
. 1 P
lim. ‘(x-l-a,x)‘: lim. Y[(x-u-d,x) “x ] =e".

Si maintenant on remet la valeur de &m. (1+ax)*
dans '¢quation (21), on ebtiendra 1a suivante -
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(23) e”=1+i+L

~ On poumut arriver directement & I'équation (2 3),
en observant que la série
f 2 3 . ’

(6) , —, = ; .':—3, &ec.....
est-convergente pour toutes les valeurs possibles de
la variable x, et cherchant la fonction de 2 qui
représente la somme-de cette méme série. En effet,
soit ¢(x) la somme de la série (6) qui a pour
terme général

xl
o 1.2.3...0

@ (y) sera la somme de la série qui a pour terme

général

U A
1.2.3...0

y -‘ . -
et [en vertu du 6.° théoréme, §. 3] le produit de ces
deux sommes sera la somme d'une nouvelle serle

qui aura pour terme général

wu I”—' y yl—l
1.2.3...0 . 1.2.3...(n—1)" 1 :.z.;...bv—n)
n n
-+ L = (= +) .
1.2.3...10 1.2.3...0

Ce produit sera donc égal & @ (a:-n-y) ; et pa.r suite,
si lon fait :
3

x
ey e

cp(x)_l+ +

Ia fonction . (z) vérifiera I'équation
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¢ (). 9(3) = ¢(z + ).
_En résolvant cette équation , on en tirera

P@=[P()] = (1+++ 5+ +ke.) 5
cest-a-dire ,
A Q(z)=ce" )
COROLLAIRE 2 Si, aprés avoir retranché
Punité de chaque membre de T'équation (20), on
divise les deux membres par w, 'équation que l'on
obtiendra pourra sécrire ainsi quil suit,
(l-"\f)p'-—l

z* 3
o == (1—p)+ —:—(l—pc)(x—ép)-&c...

{ z=—1])
........ z=+l}’
et, si dans cette derniére on fait converger x vers
la limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,

(24) I LX) =t 2 L2 ke....

“ a3
De plus, comme, en désignant par I la caractéris-
tique des logarithmes népériens pris dans le sys-
téme dont la base est e, on a évidemment

1(s4x)
, 1+xr=¢e )

(142) ="' = e ) | [l.(.':w L sc.e,

" .
on en conclura

Ct e Yo ) £ [ ) P e
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. et par suite

(23) lim. Qﬁ).’::.‘_.___; (1 +2). o

Cela posé, la formule (24) deviendra
z* z3 se=—1

(26) l(]+x=‘”'"Tf"T"&c"‘{:=+;%°

L’équation précédente subsiste tant que_ la valeur

numérique de z reste inférieure a Tunité; et, dans

ce cas, la série '

L 4

.ox* x3 .
(27) x, —=7 "'l-—;-, ....""—;, &e.....

est convergente, aussi bien que la série (4), qui en
différe seulement par les signes des termes de rang
impaix Les mémes séries devenant divergentes, dés
qu'on suppose la valeur numérique de x supérieure
a Tunité, Téquation (26) cesse davoir lien dans
cette hypothese. :

~ Dans le cas particulier ou Ton prend z =1, la
série (27) se réduit a la série (3) du troisiéme pa-
ragraphe, laquelle est convergente, comme on P'a.
fait voir. L'équation (26) doit donc alors subsister;
en sorte qu'on a .

(28)  i(2)=1x _'._;.+_;*_%‘+ &e...

Si{on prenait au contraire x=—1, la série (27)
deviendrait divergente, et n'aurait plus'de somme.
On peut remarquer eacore que, si, aprés avoir
éciit —x au lieu de « dans Ia formule (26), on
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-change i-la-fois les signes des deux membres, on

obtiendra la suivante
(29) I()=a+T+ L w&e. {2270

Py
2.° ProBLEME. Développer la_fonction
' A, ,
dans laquelle 4 désigne un nombre quelconque, en
série convergente ordonnée suivant les puissances
-ascendantes et entiéres de la variable z.
SorvTion. Désignons toujours par la caracté-
ristique / les logarithmes népériens pris dans le sys-
téme dont la base est e. On aura, daprés la défi-
nition méme des logarithmes,

A= el(A),
- ¢t Ton en conclura
(30) A" = ',

Par suite, en ayant égard a I équatioxi (23), on
trouvera

x 1A 2 2 3 3
/ A =1+ ‘”I . flf) - Il (:AS) + &ec...
1)!{. ' el
31) =m0
..... et oo t®

Cette derniére formule subsiste pour toutes les va-
leurs réelles possibles de la variable .

3.* PROBLEME. La caracteéristique L designant
les logarithmes pris dans le systéme dont la base
est 4, developper, lorsque cela se peut, la fonction
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v L(r+x)
en série convergente ordonnée swivant les puis-
sdnces ascendantes et entiéres de la variable «.
SorvTron. Désignons toujours par / la caracté-
ristique des logarithmes népériens. On aura, en
vertu des propriétés connues des logarithmes,

._L(|+é)_l(|+z).
L(""‘”)— L(A4) — A ?

et par suite, en ayant égard a I'équation (26), , on
trouvera, pour toutes les valeurs de x comprises
entre les limites —1, + 1,

(32) L(l+x)_1(A) [.1: +———&c ]{’:::}

Cette derniére formule subsiste dans le cas méme
ou fon prend x = 1. Mais elle cesse daveir lien,
lorsqu’on suppose x=—1, ou z*> 1.
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'CHAPITRE VIL

Des Expressions imaginaires et de leurs Modules.

§..1.°" Considérations generales sur les Expressions
imaginaires.

EN analyse, on appelle expression symbolique
ou symbole toute combinaison de signes algébriques
qui ne signifie rien par elle-méme, ou 2 laquelle on
attribue une valeur différente de celle quelle doit
_ naturellement avoir. On nomme de méme équations
symboliques toutes celles qui, prises a la lettre et
interprétées d’aprés les conventions génétalement
établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens , mais
desqueﬂes on peut déduire des résultats exacts, en
modifiant et altérant selon des régles fixes ou ces
équations elles-mémes, ou les symboles qu'elles
renferment. L’émploi des expréssions ou équations
symboliques est souvent un moyen de simplifier les
calculs, et déctire sous une forme abrégée des ré-
sultats assez compliqués en apparerice. Cest ce
qu on a déji vu dans le second paragraphe du troi-
siéme chapitre;-oii la formule (9) fournit une veleut
symbolique trés-simple de I'inconnue z assu,ethe &
vérifier Jes équations (4). Parmi les expressions ou
équations symboliques dont la considération est de
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quelque importance en analyse, on doit sur-tout
distinguer celles que fon a nommées_imaginaires.
Nous allons montrer comment F'on peut étre conduit
4 en faire usage. -

" On sait que les sinus et cosinus de Tarc a+&
sont donnés en fonction des sinus et cosinus des
arcs a et b par les formules

€08, (a+b) = cos. @ . cos. ) —sin. @ . sin. b »
: . /
sin. (a+b) = sin. @ . cos. b +sin. b . cos. a,

Or, sans prendre la peine de retenir ces fom_t_dés_,,
on a un moyen fort simple de les retrouver a vas
. lonté. Il suffit, en effet, d'avoir égard a Ia remarque
. sulvante. :

_ Supposons que f'on multiplie lune par l'autre Jes -
deux expressions symboliques :

., — .
cos, & + 3/—1sin. @,
cos. b + y/—ipin. b,

en opéraht d'aprés les régles connues de {a multi-
plication algébrique , comme sf /= était upe.
ﬁuaptité réelle dont le carré fut égal & —1. Le
produit obtenu se composera de deux parties , Pung
toute réelle, l'autre ayant pour fagteur./=r.; et
la partie réelle fournira la valeur de. cos. (@ 8),
tandis que le_coefficient 3’=: fournira cellg de
s;in_. (z_z_+b). Pour constater catfe remarque, on
écrig la formule - e e

.
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cos. (@ + b) + /=1 sin. (a + )

(2) = (cos.a-i— 1/——1sin. a) (cos.-b —+3/=1sin. 6) ’

Les trois expressxons que renferme lequatlon précé-
dente, savoir,

cos. @ + /=1 sin. @,
cos. b+ y/=rsin. b,
eos. (a+D) +)/-—1 sin. (a+b)

sont ‘trois expressions symbolxques qui he. pcuvcnt
~ sinterpréter d'aprés les conventions généralement
établies, et ne représentent rien de réel. On les a
aommées pour cette raison expressions imaginaires.
L’équation( )eilé—mémc prise 4 la lettre, se trouve
inexacte et n'a pas de sens. Pour en tirer des ré-
sultats exacts, il faut, en premier liqu, développer
son second membre par la multiplication algebrlque,
ce qui réduit-cette équation a

(3)

1l faut, en 'second lieu, dans lequatlon (3) egalcr Ia
partie réelle du premmier membie & la partic réelle
du second , . pais le coefficient de /=7 dans le pré-
inier membre au coeflicient de /=1 dans le second.
On est ainsi ramené aukx-équations (1), que.l'on doit
considérer .comme implicitement nenﬁzrinées fune et
Fautre dans la formule (2). - - "

En général, on appelle e.zpre.mirm Mag»&ure

cos;(a—&—b)—t-}»/:r-sin‘(a—l.—b')—"cos a. cos. 5'

i
— sin.a. sin. b—o-}/—-x (sm a. cos.b +sin. b cos. a)
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toute expression symbolique de la forme

¢+CV:T,

@, G désignant deux quantltes réelles ; et Ton dit
que deux expressions imaginaires ~

a+Cy=, y+dy=

sont égales entre elles, lorsqu'il y a égalité de part
et dautre, 1.° entre les parties réelles « et v,
2.° entre les coefficiens, de /=1, savoir, € et M
Légalité de deux expressions imaginaires s'indique,
comme celle de deux quantités réelles, par le signe
=; etil en résulté ce quon appelle une équation
imaginaire. Cela posé,. toute équation imaginaire
n'est que la représentation symbolique -de- deux
‘équations entre quantités réelles. Par exemple, 1'é-
‘quation symbolique ’

¢+C}/-:—'}/;§-J\}/:-—x

cqmvaut seule aux deux equatlons réelles

a=vy, =4
Lorsque, dans Texpression imaginaire
B @ -+ C V =ty

{e ceefﬁclent € de =1 sevanourt le terme G y{_
est censé réduit a zéro, et Fexpression elfe-méme 4
la quantité réelle a. En vertu de cette convention,
les expressions imaginaires comprennent, comme
cas partxcuhers les quantxtes réelles. AR

" Lies expressions imaginaires peuvent étre sou-.
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mises, aussi bien que les quantités réelles auxdiverses
opérations de l'algébre. SiT'on effectue en particulier
laddition, la soustraction ou la multiplication de
deux ou de plusieurs expressions- imaginaires, en
opérant d’aprés les régles établies pour les quantités
réelles , on obtiendra pour résultat une nouvelle
expression imaginaire qui sera ce quon appelie fa
somme, la différence ou le produzt des expressions
données; et Fon se servira des notations ordinajres
pour indiquer cette somme, cette différence, ou_oe
produit. Par exemple, si 'on donne seulement deux
expressions imaginaires :

‘a+ Gy, 'y+J\;(:T,--

on trouvera . .

) (@l rtyrdy iz Gy,
() (@G =)~y mamy+(E=Ny =,

(6) (M-c,/:r)x(.y+4\,/-')~¢y—r:;\+(¢4n-¢y,/*).

1l est bon de remarquer que le produit de deux ou
plusieurs expressions imaginaires, comme celui de’
deux ou plusieurs binomes réels, restera le méme,
dans - quelque ordre qu'on multxphe ses dxﬁ'erens
facteurs.. .. - _ .

Diviser une premlere expressnon imaginaire par
une seconde, c'est trouver une troisiéme expressxon
imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise
. la premiére. Le résultat de cette opération est le
quotient des deux- expressions données. On se sert

TOM. 1. M
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pour Tindiquer du signe ordinaire de Ia dlvxswl 4
Ainsi, per exemple, ‘|
a+Cy= - .
v+ Ny .
represente le quotient des deux- ethessions mhgl-

maires
a+Cy=i, v+ My=i.

Elever une expression’ imaginaire 4 fa puissaticé
du degré m ( m désignant uti nombre entier), clest
former le produit de m facteurs égaux a cette ex:
pression. On indique la puissance m."‘ de a+Cy/=T !
par la notatian '
(a+Cy= )"

Extraire la racine ».™ de 'expression imaginaire
@+ C;/-x , ou, en dautres termes, élever cette

expression ila puissance du degré —- (= désign

‘un nombre entier quelconque), cest former une:-
nouvelle expression 1magma1re dont la puissance n.™
reprodmse a+6y/=1. Ce probléme admettant plu:
steurs solutions [voyez le §. 4], il enrésulte que Fex+
pression imaginaire a - Cy=ra plusieurs racires
dur degré n. Lorsque nous voudrons désigner indis-
tinctement F'une quelconque dentre elles, nous em:
ploierons la notation’

/ ’r-—t——-d, - }/-'-:' , . . iy

ou la suivante

(@+Cy=)F

™
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Dans le cas particulier ot € Sévanouit, a+Cy/=
e réduit & une quantité réelle «, et parmi les
valeurs de Texpression

We = (a)"

i peut sen trouver une ou deux de réelles, comme
on le verra ci-aprés.

- Outre les puissances entiéres et les racmes cor-
respondantes des expretsslons rmagma(res, on a sou-
vent & considérer ce qu'on appelle leurs puissances
fractionnaires ou négatives. On doit-faire & ce sujet
les remarques suivarites.

Pour élever lexpressxon lmagmau'c ¢+C]/—. dla

ul-

pulssance fmcttonnaxre du degre = ll faut en sup-

posnnt fa fmtlon * réduite A sa plus simple expres-
qon ) K ° extraire la racine n.™ de I'expression don-
Iee 2.. elever cette racide a la puissance entiére
0 de ¢ m. Le probleme pouvant étre résofu de
: ';;( s ‘mamei'es [voyez ciapres le §. 4], nous dé-

erons mJistmctemept Tune quelconque des puis-
?5“ q 1que cesp
\aREes; du degre par la notation’

((&-F-C;/—l)).'

Dihe-1e ¢asipantiendier: ol -C-se redmt & Zérby, ume
# detix.de cos puissdnces peuvent devenir réelles:

-+ der dexiprassivnd inuginuiveld -+ G/ & T puis-

lance négative du degré —m, ou— -, ou— % dest:

*

M
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diviser T'unité par la puissance du degré m, ou -;'.- ’
ou-, de la méme expression. Le probléme ad:
mettant une solution seulement, dans le premier
cas, ct plusieurs solutions dans chacun des deux

autres, on mdxque la puissance du degré — m par
fa notation s1mple

_ (a.~_+ C]/-T.)"

tandis que les deux notations
((d.-i- CV;—I»-‘ ’
(e+Cy=)"",

. représentent, fa premiére, une qixeleonque des puis *

sances du degré ——,etla seconde, une quelconque .

des puissancés du degré —— _ '

On dit que deux expressxons imaginaires sonf
co;yuguees Tune a Tautre, lorsque ces.deux ex res-
sions ne différent entre elles que par le signe dp
coeflicient de y/~1. La somme ‘de deux sem'blablet
expressions est toujours réelle, amsl que leur prb- l
duit. En cffet, les deux expresswns imaginaires
conjuguées

ajm

donnent pour somme 2« , et:pour produit a’-+CAi
La derniére partie de cette observation conduit &
un théoreme relatif aux nombres. et dont voici
Pénoncé. . : o 'P

|
|
\
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1.” TaEOREME. Si Fon multiplie Fun par lautre

deur nombres entiers dont chacun soit la somme

'| de deux carrés, le prodmt sera encore une somme
de denzx catrés.

Déuozvsrurmzv Soient

~ e -

a.+c d. +C"

les deux nombres entiers dont il s'agit, a*, G*, &,
€'* désignant des carrés parfaits. On aura evxdem-
ment les deux equatlons ' '

(a4L Y'5) (@48 /=) — 2w — € Q4 (@ CraC) /=,
(a—€y/=3) (u'-C"/:;) maa'—E —(eC'+a'C)y=;

et, en multlpllant celles-ci membre & membre , on .
¢ obtiendra Ia suivante

(7) (e’ +C ) (d."+C") (aa' —€¢ ) +(¢C +a.'f)

Sx Ton échange entre elles dans cette derniére fes
Jettres ' et &', on trouvera

) (@O )= —aC)rlpaLCY

11 y a donc en général deux maniéres de décom-
. poser en deux carrés le produit de deux nombres
~ entiers dont chacun est la somme de deux carrés,
" Ainsi, par exemple, on tire des équations (7) et (3)
- (23* l) (38+ zl) _ 4l -+ 7l —-— l'-‘- 8‘.

On voit par ces considérations que 'emploi des ex-
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pressions imaginaires peut étre d'une grande utilité,
non-seulement dans F'algébre ordinaire, mais encore
dans Ia théorie des nombres. o .
Quelquefoxs on représente une expreqslon ima,
ginaire par une seule lettre. Clest un artifice qui
augmente les ressources de I'analyse, et dont nous
ferons usage dans ce qui va suivre.

§. 2.° Sur les Modules des Expressions imaginaives,
et sur les Expressions reduites.

Une propnete remarquable -de toute expression
imaginaire a + Gy/=1, cest de pouvoir, se mettre
- sous la forme '

P (cos. 8+ ¥/~ sin. 9) ’
P désignant une quantité pbsitive , et 8 un arc réel.
En effet, si 'on pose 'équation symbolique
(l) ¢+C1/:=f(cos.e+1/:sin.0),

ou, ce qui revient au méme, les deux équations
réelles

@ = p cos. B
) oy

on en tirera © - - . '

-_C-:fsjn.e_, | l 3

at+ 6 =p (oos 9+sm’e)'—f ‘y
3. r=(a+£);
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et, aprés avoir ainsi déterminé la valeur du nombre

_p» il ne restera, pour -vérifier complétement les
. équations (3), qu'a trouver un arc § dont le cosinus
: et le sinus soient respectivement

re——— -

a
oo = ey
@ | T
sm. =m-:-.—j-.
Ce dernier probléme est toujours soluble, attendu
. 1] 3
gque chacune des quantités ———, —ray

- & une valeur numérique inférieure a Funité, et que

la somme de lewrs carrés est égale & 1. De plus,
il admet une infinité de solutions différentes, puis-
quaprés avoir calculé une valeur convenable de
farc 0 on pourra, sans changer ni le sinus ni le
cosinus, apgmenter ou diminuer cet arc d'un nombre
quelconque de circonférences.

Lorsque lexpression imaginaire a+G /=1 se
trouve ramenée 2 la forme

f'(cos.e ~+ 3/—1sin, 0) ,

la quantité positive p est ce qu'on appelle le module

de cette expression imaginaire; et ce qui reste

aprés la suppression du module, cest-a-dire, le.
facteur

cos. B + Y- sin. 8,
est ce que nous nommerons ['expression réduite.

Comme des quantités « et G supposées: connues
on ne déduit pour le module p qu'une valeur unique
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déterminée par l’equat!on (3), il en résulte que le
module reste Ie méme pour deux expressions ime-
ginaires égales. On peut donc énoncer le théoréme
. suivant.

1. THEOREME. L’égalité de deux ezpressions
tmaginaires entraine toujours égalité des modules,
et par consequent celle des exprassions réduites.

Si I'on campare entre elles deux expressions ima-
ginaires conjuguées, on trouvera encore que leurs
modules sont égaux Le carré du module commun .
a ces deux expressions ne sera autre chose que leur
produit.

Lorsque dans ['expression imaginaire ¢.+Cy‘:-'
le second terme G s'évanouit, ‘cette expressioni se
réduit a une quantité réelle . Dans la méme hy-
pothése, on tire des équations (3) et (4), 1.°, quand
a est positif

p=vE)
cos.ez.x s sin.9=o,
et par suite
i d=x2bm,

-k désignant un nombre entier quelconque ; 2.°, -
quand « est négatif ,

P =v(a),
lA cos. § = —1 ’ ﬁnQ:o

et par suite
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0=*+(2k+1)7

“Ainsi le' module d'une quantité réelle & n'est autre
chose que sa valeur numérique y/(a"); et Texpres-
sion réduite qui correspond 4 une semblable quan-
tité est toujours + 1 ou — 1, savoir, :

.+ 1 =qos.(i2[:7t‘)+]/;—lsin.(:': 2&'7!‘}),
lorsqu’ﬂ sagit d'une quantité posmve et

— 1 ==cos. (:b 2k+1 'R')-t-;/—-!sm (+2k+l 7!’)

lorsqu il s'agit dune quantité négative.

Toute expression imaginaire qui a zéro pour mo-
dule se réduit elle-méme & zéro, puisque ses deux .
termes s'évanouissent. Réciproquement, comme le
cosinus et le sinus d'un arc ne devicnnent jamais
nuls en méme temps, il en résulte qu'une expression
imaginaire ne peut se réduire & zéro, qu'autant que
son module s'évanouit.

Toute expression imaginaire qui & Tunité pour
module est pécessairement une expression redulte
Ainsi, par exemple,

" 008.8+) —isinG, cas.a—y —isip.a,
| —cos. @~} ~rsin.@, —cos.d-+y—ismn.a,

sont quatre expressions réduites conjuguées deux a
deux. Effectivement, pour tirer ces quatre expres-
sions de la formule

cos.  + Y/~ sin. 0,
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il suffira de poser successivement
,9__¢zk7r+a, d=x2kmw—a,
‘9:::1_-(2lz+1)~7r+a, b=x(2k+1)m—a,

k désignant un nombre entier quelconque.

Les calculs relatifs aux expressions imaginaires
pouvant étre simplifiés par la considération des
expressions réduites, il importe de faire connaitre
les principales propriétés de ces derniéres. Ces pro-
pﬂetes sont comprises -dans les theoremes que je
vais énoncer. : '

-8.* THEOREME. Pour multiplier l’ww par Uautre
deu.z: expressions réduiles
cos. § + 1/-—! sin. 8, "cos. 8 + /=i sin. ',
i suffit d'ajouter les arcs o et 0" qm leur corres-
pondent.
DJsMONSTRATION On a, en effet,

(5) (cos 05/ Sisin. 9) ( cos. § +1/-.—Tsm9 )
:cos.(e-—t-e)—l-]/—l sm.(a +9‘)

Coro1L4IRE. Si dans la formule précédente
on fait 6" s=— 8, on trouvera, comme on devait sly
attendre ,

A

{6)  (cas. 0+ /= sin.0) (cos.8 — 3/~ sin. 9)...:.

3. THEOREME. Pour maltiplier les unes par les
autres plusieurs empressions réduites
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cos.d A/~ gina B, coa. 0wyt bn. 8y
cos, 8" + /=7 sin. 0", -

i suffie & ajouter | les arcs 49, 0, .. oqui le&?
correspondent.

DEMONSTRATION En effet, on aura. successi-
vement

(cos 9-1— 1/—: sin. 0) (cos. 8 + 3/~ sin. 0§ )
= cos. (9+9)+1/—lsm (6+8,
(cose—l-]/ —'lam.e) (qos.e,-i-;/-,—um.e )(oose Bt ] ain,e")
:[cos.(0+9' ¥/ =sin.(8+-8')] [cos.8'+y/—1 sin.8')°
= cos. (8 +-8' +9”)+;/:Tsig. (066,

&e....; et, en continuant de méme, on trouvera
generalement quel que soit le nombre des arcs, 9,

00 'o:l

( ) (cos,o—}-‘/.':,sm 8) (coss'-i-‘/.—.sm §) (cose—-l-‘/..;sms)
7 =cos. (§+§+§...)+y/=sin. (§+64+0"...).

CoroLL4IRE. Si fon développe par la multi-
plication immédiate le premier membre de l'équa-
Hioh (7)s-de développement se compesera de deux
parties, Fune toute réelle, Ldutre ayant pour facteur
%+ CV’—: Cela pos¢, la pastie réelle fournira Ia
valour de cos. (8-+-6+-5"...), et le caefficient de V=
dans Ia.seconde partie la valeyr.de sin, (04800

Supposons par éxemple, que T'on considére seule-

ment:tyois aros 6,.4, 4" L‘équtmh {y} deviendra
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(008 §—te /7 S0 ) (co¥. oy T aimct ) (oms. 45/ bimnp”)
=ces. (0+e’+€')+¢-‘-“-h (O+¢-+48);

© et, aprés avoir. deveioppé le. premier membre de
eette derniére par la multiplication algéimque on
- en conclura .

cos. (0+0’+6 )__c'” o‘cos § cos. 0 — cos. § sin. ¢ sin. §’
-—-sm. 8 cas. O’\nn 0 - sin. esm 0 cos.§’,
sin. (6+0’+6)—un § cos. ¢ cos. 0 =t cos,  sin. §' cos. §’
-+-cos 0 ces. § sin. 9’——axn § sin. 0 sin. §".
4° Tnfsonnun Pour dwzser le.zpresscon ré-
duile - _ ) }
. . cos 6 -+ ﬁ!ln 9
por la suwanto '
7 cos. 9 -+ }/:f sin, 9
il suffit de retrancher Pare §' , qui correspond a la
seconde, de arc § correspondant a la premiére. -

" DEMONSTRATION. Soit z le quotient cherche,
en sorte qu on ait :

-

&

€08. § 4 /= sin. §
cos. § /=i 5§

Ce quotxent devra étre une nouvelle ex.pressron
imaginaire tellement cheisie, quen {a multipliant
par cos. 0+ sin. 0 onreprodmse cos. 04~/ sin.8,
En dautres termes, x devra satisfaire & ieqmmon r

(cos. 6 +1/-um9 )z = eos. 9+1/—xnn e -
Pour tirer de cetie: équation Ia valeur de. w,llsuﬁ _

€Zr=
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fira de multiplier les deux membres par
: - 008, §' = /=1 qn. 8'. :
On réduira de cette maniére le coefficient de » &
Funité [voyez le 2. théoréme, corollaire 1 ], et fon
trouvera

z = (ods. 9+]/—sm 9)(000 9 y/=1sin. b’ ) -

={c0s.0+-3/=sin.6) [ooc(—-e')+-;/: vsin.(—8)] -
. =cos. ] -*0'_).—1- Y= dn. (P-— 8).
On aura donc en déﬁnitive_
@) BT = (0 y= s (0-0),

<08, § + 1/~ sin.

CoROLLATRE. Si dans: l’equatxon (8) on fait
0.._0 elle donnera .

, (9) - = pos. 6" —-'/-um 6'

. S0 y—isin.§

5.° THEOREME. Paur elever l’c.zymswn amagx- .
naire )
_cos. & Y/~ sia. 9 i

] lapuwsanca du degré m (ndaagnmt un nombre
entier quelconque ), il suffitde mullzplzer dans cette
expression [are § par le nombre m. - '

DinonsTrATFON. En effet, les ares 8, 6, 0°...
pouvant étre quelconques daps la fommle (7), i
on les suppose tous égoux & larc 0 et en nombre m, .
on trouVera

(10) (....0-.-{" ~sin §)"= umng-o-f-:dnd
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CoroLragRE. St'dank- l’éé]hdtfon (18 on Fait

successivement 0.5t 3, 8= =z en obtiendra les

deux suiyantes: . o .. T .‘ﬁ

i g € cos & A"/ . ,c)r' e euﬂs.-uv&:!hums b E

(11)

Le prentier tiembre: de chdcane de ces-derriferes,
étdrt. toujours. un produit de. m facteuys égaux,,
pourra étre developpe par la multxphqanon immé-
diate de ces facteurs, ou, c€ qui\revxent' ail Méme,
par la fommule de Newton:- Bi; égirés-aveir eflectné i
ge\velqppement dont il s'agit, on égele de part et
sutte dins cBatjue sqadtiorr, 7.1 pmelf&
#' leg coolliciens do.y/:) o en eanclurs . -,

(cos. z — /= sim. 2)™ = cos.mz — /=7 sim: m3: e

cos. M5 —=cos.” 35— —-(—'-’1;-'2' """‘“z sm.r2

4+ =) f) a1 "';z—mf' — &c‘ ’

1.2.3.4 a
{“2\ " . g ‘i L 'st.-i-'.‘.
‘sii. ﬁi "—1-—— cbé”'“"z sinnz T .
L m(m_: 'z)(;m-_’l cosi™ main.’z + &e...
mmw* ‘pheexiiple e W’W i
YT SN ‘ ‘\\ s

008 22—109"‘2—_5‘”' "P 0. \~ o, e-\\l K]

Y (i, 23 = 2w 2 °°""L Aeesaiall

L '“‘Pbosant‘m“* 3«r e )Im gty 11 ”'A’! '
\".'. N ' tat db! 32_;_ §6§’£ u&;“soélgl Jf% ¢ VI A |
FYSLIINS CEE SR 95 Y

sin. 33 =3 cos.” Z sin. 2 — sin, 3z

&ov i, o st n..,-\(-+ ao:) (c/
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6.©c THEOREME. Pouyr elwcr Pexpression ima-

ginaire .
o0s. 8+ /= sin. 0 PR

@ la puissance du degré —m (wi désignant un

nombre entier quelconque ), il suffit de muihpizer
dans cette expression Farc 0 par le degré — pi.

" Dfmonsrrarion. En effét, & apres Ta deﬁm-'

tiofi que nbus avons donnée des puissances negg-

tives [voyez le §. 1], on aura

-

(cos. 6+ /= sin. 9) = Tow. a-g-;/:;ui-:e‘-):r

T eon: fs@q--/..;&ﬁ mp CE T ";{'
Far suite, én‘ayant égard a Ta formule (9), on ﬁéﬁ:f
vera

(13) (cos 6+,/--sm.6)""_.. eoa'me-—]/——l sin, mgg

ou,-ce qm ‘revient au méme,
(l 4) (cos 6-.-/ —sin. 9) ™ — cos. (—m9}+-,/-. sin. (_,,.95

- Aprés avoir établi, -comme nous veiony delel
faire, les principales propriétés des expressiotts: rét
duites,, il- devient-facile de multiplier ou de diviser
Tune par lautre deux ou plus:eurs express:ons ima-
gman-e§ .qhels que soieiit feurs modules, aussi i blen

ue d"eféver ufié expressxon xmagmanre quelconque
il p‘inssance dii degre ol —m (m dbsngnanf‘
un nombre entier). On peut, ‘en effef, exétutér’
sirdpféntent ces: dWersesﬁpéﬂtfons'a Faide des théo-
retnes mg Coe s e
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7.© THROREME. Pour obtenir le produit de devx
ou de plusieurs expressions imaginaires , i suffit
de multiplier le prodiat des expressions reéduites
qui leur correspondent par le produit des modules.

'"DEMONSTRATION. Le théoréme énoncé se dé-
duit immédiatement de ce principe, que le produit
de plusieurs facteurs réels ou imaginaires reste le
méme dans quelque ordre qu'on les multlphe Soient
effectivement

£ (con.§ 4y sin. §),  (con. o'+¢"‘-m (AN

(e § -y =isin.g'), &.... E
plusieurs expressions imaginaires, dont p, ¢', p"..
désignent les modules. Lorsqu'on voudra multxpller '
entre elles ces expressions dont chacune est le pro-
duit dun module par une expressmn réduite , on
peurra, en vertu du prmcxpe qn on vient de rappe-
ler, former, d'une part, le produit de tous les mo-
dules, de l'autre, celui de toutes les expressions ré-
duites, puis multiplier ces deux derniers produits
Pun par l'autre. On trouvera de cette maniére pour
résultat définitif : _
¢ ;) PP £ Jeon (G0 . ) +y =i sin(§+F+0". . )]
* CaroLLAIRE 1.°" Le produit de plusietirs expres-
sions xmagmmres est une nouvelle expression - ima-
ginaire qui a pour module Te produit des modules.
de toutes les autres.

CaROLLAIRE 2. Comme une expressxon nnagl .
naire ne s'évanouit jamais qu'avec son module, et
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que pour faire évanouir le produit de plusieurs mo-
dules, il faut nécessairement supposer Iun d'eux
réduit & zéro, il est clair qu'on peut tirer du théo-
réme 7.* la conclusion suivante :

Le prodmt de deuz ou de p[uszeurs ezpresswns

tmaginatres ne peut s’évanouir qu’autant que lune
d’elles se réduit a zeéro.

8. THEOREME. Pour obtenir le quotient de deux
expressions imaginaires , il suffit de multiplier le
- quotient des expressions réduites qui leur corres-
pondent par le quotient des modules.

DEMONSTRATION. Supposons quil saglsse de
diviser iexpressxon imaginaire

£ (cos.8 + Y=1sin.0),

dont le m_odule est p, tmr la suivante
f'(cos 0'+;/-—-Tsin ), .
dont Ie module est p'. St Pon' désigne par =z I¢

quotlent demandé x devra étre une nouvelle ex~
_ pression imaginaire propre & vérifier I’équatxon

P (oos.e'ji-;/-xun.o )z =f(cos.9+;/:l_nn.9).

Pour tirer de cette équation Ia valeur de z, on mul-
tipliera les deux membres par le produit des deux
facteurs

_—;;r, cos.§ — /= 1sin. 0 ;

et Fon- trouvera de cette manidre , en écrivant. -;’,-y
TOM. 1. N
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au liey de p x --—- :

s L Lo (e )y i (0 ﬂ)}
On aura donc en dermere analyse )

£ (c08.§ +y/=T tln, 8 _
09 £ (cos.§™ 4/ =sin.§’ ) r ["‘” (0—'0')+)/'73m (0—5 1:

et, puisquen wertu du :4.0 't-béo;-em .
sos. (§—0') + /=7 sin. (§ — 6)

est précisément {e quotxent des deux expressions
réduités

cos. 9+V:sxn9, cose-l-;/—lsin , R

il est clair qu’ apres avoir établi la formule (16)
nous devons considérer le 8.° théoréme cbmme"
démontré.

COROLLAIR.E Si dqns l’equatjen (16) en fait
8 =0, elle donnera _

(17)’ .P‘(¢°' e +}/_ﬁ sin. 0) -——1'(0086 V-_-'l.,,qn e)

9. THEOREME. Pour obtenir la m.™ puissance
d’ une- efpression imaginaire (m désignant un
nombre entier quelconque ), i1 .mﬁt de mu&zplicr
la m™ puissance de I e.zpresszon réduite ‘corres-
. pondante par la m:™ puissance du module.
Dimonstrarron. En effet, si dansTe 7.° théo-

réme on suppose 16s expressions . uuagmmes;
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f(w 8+ /= sm.9), p'(eos. & e /=7 sin.§'),
P (m.9”+'/;gln.6”), &e.,... S

toutes égales entre efles; et en nombre m, leur
prodmt sora équivglent a Ia pw m."" dc b
remiére, cest-a~dire, & :

5 (oo By sn. )]

et, comme dans cette hypothese l’expressxon (13)
devxendra

f [co:me +}/;:—uin.mej,

on aura définitivement

(x 8) [f(cos 8-/ sin. 9)] '=p" cos. mB+1/= sin m@]

Lexpressxon réduite

cos.m8 4 /=71 sin.m @
étant égale (en vertu du ¢.* théoréme)a
(cos; 8 + /=7 sin. 9)’3’,

il-en résulte quaprés avoir établi la formule (18) on
doit copsidérer le théoréme 9.° comme démontré.
10.° TaEOREME. Pour élever yne papression

imaginaire a la puissance du degré —m (m dgsi-
gnant un nombre entier ), il suffit de former les

puissances semblables du madule at de. Laapretiion
réduits, puis de multipbier cos dau dcmw
puissances Lune par {auire,
Do Ns®RATION: Supposons qa'd zs’agu.
N.
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d’élever a Ta puissance du degré — m l'expression
, -f(cos'e-i-V:l:ain 9) ‘ .
dont le module est p. On aurd, en vertu de la. de- '
finition des puissances négatives, - PR

[f(coce-v-;ﬁ—‘;sm 9)}' = [J,(c,,,e...‘/_..m o)j"

s
" (col my + y—: sin. me) *

—
—

Par suite, en ayant égard & la formule (17) , on°

trouvera , o ‘ .
_{f_<.cs»s;°_+.f—?,.-.ia-.0>r=%£w=-m°—fﬁ:in."n93.
ou, ce qui revient au méme,..:. .

{19) [f(cos.e-b-]/: -nn.e)]'"‘ [ cos. me—;/:-—l sin me]

Cette derniére formule réunie 4 lequatlon (13) four-
nit la demonstratlon complete du 10.° théoréme.

S 3.° Sur Ies Racme: rcelles ou zmagmazres des deux
guanhte'b 41 ;- x R et mr leurs Pmsmncea ﬁ'ac
ttmazi‘éc _ ' i »_ R B

Supposons que fon désxgne par m et n .deux _
nombres entiers premiers ‘entre -eux. Si I'on. fait
usage des notations adoptées dansle premrer para>
 graphe, les; racmqs .74 de Tumitg, ou, $e qui reyjent

A
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au méme, ses puissances. du degrer—-- seront 3

b4

diverses valeurs de l’expressnon R

¥i= (1 ))
et de ménie, les pulssances ﬁactlonnmes de I’umte
positives ou négatives, du degre 2 ou— ——, serOnt
les diverses valeurs de '

IS K . LR .
t . .:. N .,.'\ 0 PO \.,w. PRSP A SR TR
n

()" ou 1) "
On en  conclura que pour | déterminer ces racines
et ces ‘puissances , il suffit de résoudre Puin’ apre§
Tautre, les trois probig)mes suivans, * -ttt )

1 PROBLEMB Trowver les dzvers'es valenrs
réelles ou imaginaires de lexpression e 4

Ly e

R
SoLuTION. Soit z Tune de ces valeurs; ef; afir
de la présenter sous la forme générale. qui com-
prend a-la-fois toutes les quantmes reelles et toutes
les expressions imagipaires, supposons ~ ©

T = r(cos. L+ VY— sm t),

y desxgnant une quantité positive, et £ un are reel
On aura, d’apres la deﬁmtton meme de by expres-'

sion (x ))1

S I { IR
(v, =13, '
ou, ce qui revient au méme,

7" [cos. pe Y/~ Chinsht] = 1.,
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O# tirera. dé cette derniére équation.[ 4 i’ai’de dn
théoréme 1.7, §. 2]

r"=1, .
. cos, nt+ —isinnt=1;
qti)arsuiié, - ‘
. . =,

cos.nt=1, ein.nt=0 , nt==+ 2kn,

= +-zlt¢

- ’

k représentant un nombre cntier quefconque. Les
quantités r et ¢ étant ainsi.déterminées, les diverses
valeurs de propres a venﬁ'ery l'équation (1) seront
évidemment comprxses dans la formule
2k™

[y

(2) Z = cos. —— T % /=1 sin.

E L)

En dautres terihes, les diverses valeurs de ((!)
seront - donnees par lequatwn

(3) (1) s o 24T oy 27
Soit maintenant l: le tiorabie ehfier e pIus rap-
proché du rapport —. La dlﬁ‘érence eritre les deux‘

nombres h, =, sera tout au plus égale a «l—'; en

sorte qu on aura
N , ,
w=hx L

2" désignant une fraction égale ou inférieure & i,
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ef par suite, k' un nembre entier inférieur du fout
au plus égal & >-. On en conclura

2:7 :‘&'2]57&':!‘1 3‘ ’ . ".5'.

’k':!:}/—lsm—-i— cos. ﬁ—:i/—lmn ’;1.

Par conséquent, toutes les valeurs de ((r))‘ seront
comprises dans la formule

akr 4 . ak'x
cos. x Y- sin. ——,

si i’on y suppose k renferme entre les limites o,
£, ou, ce qui revient au méme, dans 1a forntule

(3) si Ton y suppose & renfermé entre Jes mémes
limites. :

COROLLAIRE L Lorsque n est pair, les diverses
valeurs que le nambne ¢ntier-k peut recevoir, sans

sortir des limites o, y S0t respectivement .

A2 n
o’ ‘, 2,.‘.“""‘;‘“" —3—.

Pour chracuhe de ces valeuts de %, Ta formule (3)
fournit en général deu¥ wdeurs itnaginaires confjue

guées de l'expression ((t)) ", Cest-a-dire, deux
racines imaginaires de I'ynité conjuguées et du degré
n. Seulement, on trouve, pour k=o, une. racine
réelle + 1, et, pour k= —E—, une autre racine réelle
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— 1. En résumé, lorsque n est pair, Texpression

«‘»'é , ]

admet deux yaleurs réelles, savoir,
L ol l ’ — ‘ '] .

avec 72— 2 valeurs imaginaires conjuguées deux A
deux ; savoir, T

4 po..i’-’--.s,/:r.in.i}, m.f——;/:sin.—“;—?_

N K
&C..a.; ’ &c..‘. /'. .
oo i 2 o oy 0

)

Le nombre total de ces valeurs réelles ou lmugl-
naires est égal & 7. :

Supposons, par exemple, n=2. On troavera.
quil existe deux valeurs de lexpression’ -

I

((l))zg Cello. .

ou, ce qm revient au, méme, deux yglenrs de
])ropres 2 venﬁer lequatmn L

J.-.
2 - .
e By s

t B

et'qire ¢es 'va!émrs, toﬁtés dmx rieelles sont résjm
tivetirerit - oo s

« / -
WL RS )L P ;",.:: R I SRR
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Supposons encore r=4. On trouvera qu'il existe
~ quatre valeurs de Pexpression :

()%,
ou, ce qul revient au méme, quatre valeurs de =
propres & vérifier lequatmn R T

zt = 1.

Parmi ces quatre valeurs, deux gont réelles, saveir;

+1, —I.

’ Les deux autres sont imaginaires, et respectwement
egales la premlere a ;

- .
cos. ——+ —rsin, — =+ )

Iasecondei S o

.——-;/'—sm ——...--1/__.

CoroLLAIRE 2. Lorsque n est 1mpaxf Ies dl-
verses vafeurs que le. nombre entxer k peut rece-
voir, sans sortir des Timites o, -—, sont respecu-
vement '

Re=1 | .
-'O’ 20000-?'_.""‘"’0-' b

- .
R R ]

Pour chacune de ces va!eurs de k) Ia formufe( 3)
fournit en général deux valeurs Imaginaires con-

;ugué&s de. l'expressmn ( ))( , Cest=a-dire, qe
racines imaginaires de l'unité conjuguges et. du

’
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- dégré n. Seulement, on trouve, poni k=0, une
racine unique et réelle, savoir, + t. En résumé;

lorsque n est impair, I'expression

(1)

admet , avec la seule valeur réelle

-+ I,

n—1 valeurs imagmaires conjuguées deux 4 deux,

savoir ,

(s)

&e...;. - - &e.)
cos.-—(n_')7+f:!in.(a—,"ﬁ, ("—‘)1-1/—121 (w-—;"r,‘

\

" Le nombre total de ces valeurs réelles ou lmagx-
naxres est égal a n. -
Supposons par exemple n=3. On trouvem
qu ﬂ exxste froxs valeurs de lexpressron N

¢
i
3

()’ oo

ou, ¢e qui revient atr méme ; trols valeurs de x

propres a vérifier l’équation e
w3 it I 5 . .'_ L : -

ét que ces valeurs, dont urié est' réelle , sont ey

k3

pectivement : PERNEIES
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-+ I,
AT —_— 2T . 37T -— 27T
sos, — 4y — « =T, CO8, — — —18in, — ..
3 FY/Tin o, o "

De plus, le coté de Thexdgone étant, comme ont
sait, égal au rayon, et le supplément de Parc sous-

tendu par ce coté ayant pour meésure —%—, on
obtiendra facilement les équations ' ‘

en vertu desquelles les valeurs mxagman'es de fex:
pression ((x)f se réduisent & '

1 ;3 1 3
— e e Y=t e m e e Y,
3 3 £y 2

CordLrargt 2. 7 désignant un nombre éntier
quelconque le iombre des valenrs soxt réelles, soit

I

imaginaires, de Texpression ((1)*, ou, ce qui re-
v1ent au méme, le nombre des valeirs de Z, propres
& vérifier léquation 2=, restera. toujours égal
a n. . s : .
2.¢ PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
-réelles ou imaginaires de l'expression

. n
O
SoLuTIoN. Les nombres m et n étant éupposéé
premiers entre eux, off aur, d’aprés la définition

méme de Fespression ([« )) P
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) =1(0""s

puis, en remetiant pour (1)) sa valéur generale
tirée de Péquation (3), on trouvera . ¢ ..

(1) =Toos. p’“"t V=T sin. 2 ‘]"“.

et par suite,

6 )= cos, .m L t;/-Tsm. ’h’

Pour dedulre de cette derniére formule« toutes leg

i

=li

valeurs de (x )) il ne reste qu'a donner successi-
vement a Ic toutes les valeurs entiéres comprlses

entre-o et —. Soient k'; £ deux de ces valeurs
supposées inegqles.___J,‘e. dis que Jes cosinug .

m.ak'r. m.2 L T
€oS. -..——”-—.—_. y CO8, =

seront nécessairement différens 1un de l’autre. En
eﬁ'et ,ces cosinus ne pourraxent devemr egaux que
dans le cas ot les arcs qui leur correspondent se-
ralent hes entre eux par une equatxon de Ia forme

= f.“'.._.-tahw:t: ‘“{' e

h désignant un nombre entier. Or on tire de cette
equatlon - ,‘ +;, ) T e
B m( AR ST

H faudrait donc, puisque m est, premigt 8im que
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== k'== k" fat divisible par n; ce qu'on ne:saurait
‘admettre, attendu que, les nombres &', £* étant
inégaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser 17,
leur somme ou différence est nécessairement infé- .
rieure & n. Ainsi, deux valeurs différentes de % com-
prises entre les limites o et Ln fournissent’ deux
valeurs différentes de : '

mo2kx
—_—

cos.
) n

On conclut aisément de “cette remarque, que Ies

valeurs reelles ou imaginaires de expression ({1 )) *
données. par J'équation (6) sont en méme ‘nombre

que les valeurs réelles ou imaginaires de ((1))*
déterminées par I'équation (3). De plus comyme
on a évidemment

. [00!. h.:.kw + -‘-lsin’- . zlr]

-.cosmzk'?ri;/ xsmmzlt I,

- m
il en résulte que toute valeur de ((x)) " est unp %
pression réelle ou imaginaire dont Ia_pulssa,nce n
équivaut & l'unité, par conséquent, une valeur de

(1) ™. -Ces abservatlons condmsent ala formule ,
o O =
dans laquelle Ie signe = indlque'seuleirient que

T'une des valeurs du premier membre est toujours
égale 4 Tune deg valeurs du second.
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...8.f PROBLEME. Trouwwver les diverses valeurs
s¥elles ou imaginaires de expression

-

=t
. SoLuTion. On aws, d'aprés la définition. des

_puissances négatives,

»id

buiS, &n remetiant péur ((,1))ﬂ 53 velewr génémie
tide de Téquation (6), et ayant égard i ls. for-
“mule () du paragraphe pmaedentl

() () T e 2 gy, St

11 suit de cette derni¢re équation que fes diverses
Valeurs de (1 ))—7 sont {es mémes que celles de

(x )) » et par conséquent egales 2 celles de (1 ))
On a donc

‘(9) O nmﬁ

le s‘lgne = devant étre mterprété comme dans {'é

. quation (7). L)

CoroLrAIrE. SiTon fait m=1, Is formnle (9)
donnera _

R )

1
n
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Supposeris maintenant que Ton cherche les re-
cines et puissances fractionnaires nop plus de
Punité, mais de la quantité — 1. Les racines ».™*
de cette quantité, ou, ce qui revient au méme, ses
puissances du degré L, seront les diverses valeurs
de T'expression

I
= (—=1)";
et de méme, les puissances fractionnaires de —r,
positives ou négatives, du degré =, ou— =,
seront les dxverses valeurs de

3

(=1)" o (=)
En conséquence, pour déterminer ces racines et ces
puissances, il suffira de résoudre {un aprés Padtre
les trois nouveaux problémes que je vais énoncer.

4, ProsLEME. Trouver les diverses valeyrs
réelles ou imaginaires de l'expression

(—1)*.
Sorution. Soit
x a-r(cos £+ /=i gin. t)

l’une de ces valeurs, r desxgnant une quantité po-
sitive, et ¢ un arc réel. On aura, d’aprés la defi-
nition méme de l'expressnon ((—-1))

{r1) - 2r==—1,
ou', ce qui revient au méme,

r"{ cos. nt +]/_:-—lsin.:nt]=‘—- | S
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On tirera de.cette dernitre équatron [t Taide du
theof‘eme £, §. z]

.cos. nt t'@.s_i.n: Al=—1,
et par suite , -

=L :
cos.nl=-1, sin.nt=0, n{::l:(zk-i'-_l)?r,

'“'.m C pe— '(zl:-:u)t_"

k représentant un nombre entier quelconque Les
quantités r et ¢ étant -ainsi-déterminées, les di- .
versgs valeurs de z propres 4 vérifier léquation (1.1)
sé trouveront évxdemment comprises dans la for-
mule ‘ . .

. . 2k41)w (2 W
~(1z)‘ - Z=cos. -———-——-( : : ) #ﬁsin.—-———————“ k1) 2,

n'

Al

En d'autres termes, les diverses valeurs de (—1)*
seront données par I'équation

(13) ()" = oo SEENT o/, hEVT
Smt meintenant 4 le npmbre entier le plus rappro-

ché du rapport -’—{‘—4—‘—'-— La dlﬂ'erence entre ies ,

k
deux nombres A, ~ mak

sera évxdemment une
fraction de numérateur. impair, inférieure. ou. tous

au plus égale 4.3 en-sorte qu'on aura -
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SNCLIT) Ry (zk.'+:) .

an 4

2 2k =1 désignant un nombre impair égal ou- mf&
rieur & n. On en conclum

Par conéquent toutes 1es-valeurs de ((—-1)) seront
comprises dans Ia formule g

(:,&4—:)7 :f:;/-um (:k-l—-r)z

?

si Ton y suppose 2k'+1 renfern_né entre les limites
o, n»; ou, ce qui reyient au méme, dans la for-
mule (1 3) si.-fon y suppose z,k-H renferme entre
Jes mémes limites.

COROLLAIRE 1.°" Lorsque n-est pair, leg diverses
valeurs que 2 &+ 1 peut recevoir, sans sortir des
limites o, %, sont respectivement -

“ Iy 3, 55 cees B—1.
Pour chacune de ces valeurs de 2 £+ 1, la fors
mule (1 3) fournit toujours deux valeurs imaginaires
conjuguées de Texpression ((—1))". Par ‘suite,
cette expression, dxns le Tas que nous considérons
TOM. I Q
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ici, n'admet Pomt de valeurs réelles, mais seule-
ment 7 valeurs imaginaires con]uguees deux & deux ,

WYL L L

T .oT x - . T
cos, — ~~ Y/ —ism.,—, cos.—— Y —: 8ln.—,
n ] : " n ) n

(14)

&e. o &G
PP N o) LA o) LV Y b
n. n n. . n

._-_l‘_S_qppqgans‘, par: esemple, a2, On trouverd -

quil existe deux valeurs de Texpression ((— 1))*;
_ou, ce qui revient au meme,, deux va.leurs, de =
propres a vénﬁer e equatlon

v Y I .zS:_.I.’

PIPTE

et que ces valeum  toutes. deux lmagmaxres, sont
respectrvement ' :

\

L. os. — -+ Y ~1 sip. — = 4= }/—1,
. a .2_ . .
NS o T -
' 3 —_, L 2
cos, — —. Y =i}, —— IS — Y —t', . R
;Y isin - = — g/

Supposons .emrcore n == 4. On verfa Qu'il existe

v .. itoa

quatré valeurs de Texpréssion -(—1))*, loujen
dautres termes, quatre valeurs.de s pnoRres & vy
mﬁer Féquation. , :

BRI

veantalls 1 e s

. S "
sl RV N X% O S SN |
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et ‘que ces quatre valeurs sont comprises dans Ies
deux formules :

* 608, —— =k /=1 sin. ——,
‘ 4 . 4
ou, ce qui revient au -mém'e, dans la seule formule

ico..-}.d:f-‘?i‘.m. -:-.. |
Comme on a dailleurs . . - -

cos, T = sin, — = 7-— ’
on trouvera déﬁmtxvemeht '

= #»-'I'{T = ": v

COROLLAIRE 2.* Lorsque 'n est impair, les™ di-
- verses valeurs que 2 k-~ 1-peut recevoir sans sortir
des limites o et n, sont respectivement ., . .

1y 3y 5 coae B—2, B . o . o0¢
Pour chacune de ces .veleurs de 2 k+1, la for-
mule (13) fournit en général deux valeurs imagi-

naires con;uguees de l’expressxon ((—1)) , Cest-i-
dire, deux racincs imaginaires de — 1 conjuguées
et du degrén Seutement on frouve, pour 2k+1=n,
une racme umque et reeﬁe savoir, — 1. En ‘{é-

sumé lorsque n est impair, lexpression ((— x)) 5,
admet avec Ia seule valeur réelle

—x’
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n—1 valeurs i imaginaires conjuguées deux a deux, '
savorr ,

. ks :
_'""‘ V—l ﬁB. y COS. _— -t ‘lno—-'

oos.%-i—ﬁiin.?, cos. ——--—;/—lsm.
(r5) . '
AR ¥ { SO - &e.. ..

(n-z)w

cos. (—”—?): =1 m(’-::)' » €08, (._’)w —y/=isin

Le nombre total de ces valeurs _réelles ou itimgl-
naires est égal 4 n. : _
Supposons , par exemple, n=3. On trouvera

quil existe trois valeurs de Texpression (— 1) 3

ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de z
propres a vérifier léquation . .

-x3-_-4-1,

et que ces valeurs, dont tne est reelle sont res-
pectivement . .

- — ["
- ey
CO! -}'—-i— —1.8In -3—::—;—--!--;2—}/:,
. .. DI P
cos.-;i-—;/:sin,‘i;._-':%_‘,-__j;’_“_l.

- COROLLAIRE 3.* n désignant uri nombre entier
- quelconque ,' le nombre des valéurs “soit reelles,

l w

it imaginaires, de lexpresmqp ((-—1)) , ou, ce qux.

-



L™ PAnm CHAP. VIL 213

, revrent au méme, le nombre des valeurs de z
propres 4 vérifier équation 2" =— 1, restera tou-

“jours égal & n.

5.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginasres de l'expression

(=)

SoLUTION. Les nombres m et n étant supposés
premiers entre eux, on aura, daprés la deﬁmtlon

=li

m

méme de I’expressmn (=1)",
=07 =[E=0]"s

puis’, en remettant pour (—1))" sa valeur générale
tirée de T'équation (13), on trouvera

(16) (1)

Pour déduire de cette derniére formule toutes les

- m .
valeurs de (— 1)) *, il ne reste qu'a donner successi-
vement & 241 toutes les valeurs entiéres et impaires
comprises entre o et z. Soient 2 &'+ 1, 24"+ 1,
deux de ces valeurs supposées inégales. Je dis que
les cosinus -

m
n

— .(zi—;—x)w :b;/:sin. m.(zl::)’ir'

' . k"4 1.
cos m(zk+1)7 co m(2 1)

e ) o —

seront nécessairement différens Pun de l'autre. En -
effet, ces cosinus ne pourraient devenir égaux que
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dans le cas ou les arcs qui leur correspondent sev
raient liés entre eux par une équation de la forme

m(2h 1) — 2’&7&":’: m.(2 k"4 1)1
n L4

h destgnant un nombre entier. Or, on tn'e de cette
équation

m[ i'(zﬁ'.-kl)i(:'k"-l- 1)

a

h=

1l faudrait donc, puisque m est premler an » que le
nombre entier

H (2K 1) (2h"+1)
.. Py

fat divisible par »; ce quon pe-saurait admettre,
attendu que, les nombres 2 &'+ 1, 24"+ 1 étant
inégaux, et chacun d’cux ne pouvant surpasser n,
leur demi-somme, et & plus forte raison leur demi-
différence, est nécessairement inférieure & n. Ainsi
deux valeurs différentes de 24-+1 comprises entre
fes limites o et n fournissent deux valeurs dlﬁ'e-
réntes de

cos. m(2h+1)7r .
Pe———

On conclut aisément de cette remarque que les vas
leurs réelles ou imaginaires de T'expression (—1)) "
données par 'équation (16) sont an nombre de n,

comme celles de (1))" et de ((— l)) De pklh

comme on a évidemment,

r
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[cos. m(zl:-{-n)vr.:t = sin. m(zk+t)1r]"
n: n

= cos. m (3 k1) 7 L /=1 sin. m(2k+1) 7w
‘>-—(—1)”’—-i 1, )
il en résulte que- toute valeur de ((—-x)) ‘ést une-ex

pression réelle ou imaginaire dont la puissance n.™
equaut & %1, par conséquent, une valeur de

(1 )) oude (—1 )) Cette remarque conduit a
l'équation -

(17) (=)"= ()"

td_qtes les fois que (—1)” = 1, Clest-a-dire, toutes
les fois que m est un nombre pair; et a la suivante

R R
lorsque (—1)* =— 1, clest-a-dire, lorsque m st
un nombre . impair. Ajoutons que Ton peut com-
prendre les equatxons (17) et (18) dans une seule
formule, en écrivant

(t9) (=) =( =)
6.© PROBLEME. Trouver les dwerses valeurs -
réelles ou imaginaires de [expression.

a[-

1
n

(=) .
SoLUTION. On aura, daprés la deﬁmtxon des
puissances négatives , o

2|3

>
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-hl - poecd 1 - .

puis, en remettant pour ((--1))'2 sa valeur générale.

tirée de I'équation (16), et ayant égard a la for-

mule (9) du paragraphe précedent,

(20) (1) "
H suit de cette derniére équation que les diverses

_ valeurs de ((—1))—-; sont les mémes que celles de

(1)™. On aura en conséquence

ul3

= cos. m(zk:—l)‘x - }/:sin. m(;}:—g)w‘ .

() (=07 = ()7 i m est pair, et

(22) (=) "= ((—-1)) y sim est impair.

A la place des deux formules qui précédent , -on
peut se contenter d'écrire la suivante ,

(23 (=) =((=1))"

COROLLAIRE. SiTon fait m=1, la formule
(23) donnera

I
n

(z4) (=) T=(-1)"
En terminant ce paragraphe, nous ferons remar«

quer que les équationis (3), (6), (8), (13), (16) et
(20), aTaide desquelles on détermine les valours
des expressions
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RO (O
=0t 0 e
peuvent étre remplacées par deux formules. En
effet, si lon désigne par a une quantité positive.ou,
negatlve dont la valeur numérique soit fractiop-
naire, la valeur de (1))’ déterminée par Péquation
(3)s (6) ou (8) sera évidemment -

(25) (1) =cos.2kanw =y Tisin2kan,

tandis que la valeur de ((—l 1) déterminée par ['é-
quation (13), (16) ou (20) sera

(26)  (—1)=cos.(2h+1)a7r=y/ =7 sin(2k-+1)a7.

Dans les deux formules précédentes, Ton peut
prendre pour 4 un nombre entier quelconque.

§. 4.° Sur les Racines des expressions imaginaires, et
sur leurs Puissances fractionnaires et irrationnelles.

Soit L

a + Cy=i

une expression imaginaire quelconque. Qn pourri
toujours trouver [ voyez lc §. 2 ] une valeur posi-

tive de p et une infinité de valeurs reelles de 9
propres & vérifier léquatlon

(1) d.-i-fc;/-l:f(cos;ﬂ-l-\y’-l sins )

'
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Cela posé, concevons que Pon deslgne parm et n
deux nombres. entiers premiers entre eux. Si l'on
 fait usage des notations adoptées dans le premier pa-.

ragraphe, les racines n.™ de lexpressxon a+6y=r,
ou, ce.qui revient au méme , ses puissances duw

degre seront les dwerses vaieurs de

m = ((a.-i—C ;/-l))

et de méme, les pulssances fractionnaires ' de
Ca +C;/-—- , positives ou négatives, du degre —,ou

;- —-—, seront les diverses valeurs de

3

(@-+Cy=)" ou (a+Cy=) "
‘En conséquence, pour déterminer ces racines et ces
puissances , il suffira de résoudre I'un apres Pautre
'les trois problémes suivans :

1.°" PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
de lexpression
(«+Cy=)".
SorLurrIon. Soit
r=r (cos. t+ Y/—1 sin. t)

Fune de ces valeurs, r désignant une quantité po-
sitive, ‘et £ un arc réel. On aura, d: apres la déﬁm-

tion méme de Texpression (a+6y/=7)",

(2) . x"f—-d«fC)/:Sf(bos.9+'/;sin.9)a;
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ow, cé qui revient au méme,

r’[cos nt-l-}/-—l sin, nt] —f[cos 9+;/--lsm 0]

On tirera de ecette derniére équation [ a laide du
1.* théoréme, §. 2] .

o r=p,
cos.nl—+ ;/:sin. nt,:: eos.e-i-}/-—lsin.e,
et par suite .

r _—:.f%,
cos. nt = cos.e, sin.n¢ = sin.0 , M= 2k,

[E=-XV L4
—

t=

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités r et ¢ étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de = propres & vérifier 'équation (1) seront
évidemment comprises dans. la formule

_____9:!::&1 +V:sin.

z=p+]oos

::'_f; cos.—;ﬂ:}/:s%n.%] [cos ——-—i}/—xsm ﬂ

Od:zkw]
n

ou, ce qui revient au méme, dans la suivante,

G) . w=pi[om by in £] ()1

o

En d’ autres termes > Pexpression ((a+Gy/=1 )",

aussi bien que ((1 )) , admettra » valeurs différentes
déterminées par Téquation ,
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4) «“H‘Cl/:' %=f"l"[cos.1+;/::'sin, l] 1))

COROLLAIRE 1. Supposons n=2. On trouvera
quiil existe deux valeurs de lexpresston

(a+ Cy=)"
ou, ce qui revient au méme , deux valeurs de
propres a vérifier I'équation - '

T =+ C}/—l :;f(cos 6+ }/—xnn.e) y:
et que cesdeuxvaleurs sont comprises dans la formule
if% (cos, —g—- +}/:sin. %) P

COROLLAIRE 2. Supposons encore z=3. On
trouvera qu'il existe trois valeurs de I'expression

. 1

e+ Cy=)’s
ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de »
propres a vérifier 'équation e .

= ¢+C}/—x.._f (cos.e-i-}/—l sin. 9)

et que ces trois valeurs sont respectivement
f (cos = -+ y/~1sin. —)
f; (cos — +1’/—-lsm —) (cos +';/—| sin. —)
—'f (cos 6+ z +'/-—l$ll‘l. o-::.vr) ,
f; [cos. —3—+ /=1 sin. 4—] [cos. lad - }/:—lsin. -23—7] '

8 -2 — 9—2"’ :
._Joi[cos. ; +]/ 1 $il, ——- ]
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COROLLAIRE 3. 3gl'xpposons enfin » = 4. On
trouvera qu’il existe quatre valeurs de lexpression

«¢+CV:»

ou, ce qui revient au méme, quatre valeurs de z
Ppropres a vérifier. [équation -

x” _a.+C;/—x f(cos 8 + /=1 sin. 9)

et que ces quatre valeurs sont comprxses dans les

- deux. formules -
:f:f [cos -:—-i—}/:——lsm --]
:i:f‘! [.sm L ¥/~ cos. ——]

* 9= ProsLiME. Trouver les dwerses valeurs de

' f-e.zpres‘swn

o

«¢+5V_»

SoroTION. Les nombres m et n etant supposés
premlers entre eux, on aura, dapres la définition

méme de iexpresslon ((a,+ C;/—n ))

(e+Cy) "=[ @ Cy=)* ]

puis, en remettant pour (a+Cy = )) sa valeur
générale tirée de I'équation (4), on trouvera : : .-

G5). (@rCy=)7 =p * [eon Sry=ran (1)
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. CoroLLAIRE 1. Si dans Téquation (§) on
remet pour {(1)j* sa valeur tirée de Ia formule (6")
[§- 3-°], on obtiendra la suivante,

(6) ((¢-H°|/‘—'3)'—.9[ RAESLIWE FN ﬂizh)]

3.° PROBLEME. Trouver les dwerses valeurs de
Pexpression

e

o «w—cw‘» L.
.S'OLUTION On aura, dapres la déﬁmhonmémﬁ
des puissances négatives, ,
(a+Cy=) T = —
B (] +d‘y’::)"

pms en remettant pour ((a—+ [ = )) sa valeur
tirce de l'équation (6), et ayant égard & Ia fore
mule (17) du deuxiéme paragraphe, on trouvera

«“1‘:1/:;))-%!=P_E [cog.”_'@._i_@—y/:m. m_(o.:.t_z—.k,)]

ApT [cos.-—-y"“nm ﬁ] [c“. )’"ﬂn m ':
ou, en d'autres termes, :
(7)  (areymd T =pF con. 2y, "-”—9] )=,

- COROLLAIRE 1. Si l’on faxt m=1, l’équatxon (7Y
~ donnera . .

(8)  (etrty=n)* T= 57 i fcon. _2__ Y=o & ] P
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Apx‘es avoir fixé, comme on vient de le faire,
les diverses valeurs des quatre expressions

(a+CyT), (e Gy,
(@+Cv=)"", (@+Cy=)"

on reconnaitra sans peine que les équatlons (4),
(5)s (B) et (7); & l'aide desquelles on détermine ces
valeurs, peuvent étre remplacées par une seule for-
mule Sl Pon représente par a une quantxte posmve .
ou négative dont la valeur numérique soit fraction-
naire, la formule dont il sagit sera

©) * (@ +CyT) =" [oonal -y Trsin aeJ« 1)

Dans les calculs qui précédent, p des:gne tous
]ours le module de I'expression’i lmngmalre a+Cy/=,
Cest-a-dire , la quantité positive /(2> +C*), et 8
Pun quelconque des arcs propres.a vérifier lequa~
tion (1), ou, ce qui revient au méme, Jes equa.-
tions (4) du deuxiéme paragrapfxe savon' y

. a
B ..;@s.--,e.rth _
(10)
in 6—'————: b 3
o = e ey

L

En dxvxsant ces deux dermeres Pune ; par l’autre ’on
en conclm'a . -

.(n) ' tang. 0,: <.

Pax suite; si l'on nomme:( le plus petit are, abstrac-
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tion faite du signe, qui ait pour tangente -s- » ou,
en dautres termes, si 'on fait

| (l 2)’ §= arc tang. é- ’
on trouvera - o
. (13) . tang, e.=‘ung. C.

Cela posé, il deviendra facile d'introduire au lieu de
farc 8, dans les diverses formules rapportées plus
haut, Ifarci ‘dont fa"valeur est complétement dé-
terminée. On y parvxendra en effet par les considé-
rations suivantes.’ ‘

- Lesares 6 et {, ayantla méme tangente, auront
aussi, abstraction faite du signe, le méme sinus et
1é méme cosinus; et comme dailleurs léquatmn (13)
peut se mettre sous la forme = -

sin.§ __ sin.
cos. § cos( .

et clan- que pour y satisfaire, on devra poser en
méme téemps ou

(14) cos. B =- cos.{, sin. § = sin. C,
ou bien I o >~ |
(Ij) cose....——cos C, sine—'—-sinc

De plus, la valeur de cos. 9 déterminée: par la pre-
miére des équations (10) étant evxdemment de
méme signe que o, tandis que Parc C compns entre

.
les liniites ——-, -+~ =, a toujours” un cosinus
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- positif, il en résulte que des équations (14) et (1)
- les deux premiéres subsisteront, si « est positif, et
~ les deux derniéres, si a est négatif. Voyons main-
tenant & quoi se réduisent dans ces deux hxlpo;heses
les formules (1) et (g).

~ Si d'abord on suppose « positif, les équations (10)
pourront étre remplacées par les équations (14);
et fon déduira de celles-ci une infinité de valeurs de
8, parmi lesquelles on doit remarquer la suivante" :

(1) 8=
A Lorsqu on fait usage de cette valeur, les. formules(x) '
. et (9) deviennent respectivement

.-(17), a+Cy=i = p (cos. C-l-—}/—x sin. {)

' (l 8) ((d.-l-cl/:) _f (cos.d{-i—}/,—.l fln a{)( )) .
Si T'ot suppose en second lieu « négatif, les équa-

tions (10) pourront étre remplacées par les équa-

tions (15), desquelles on deduxra, entre autres va-
leurs de 6,

(19) . 9=C-h7r.:

Par suite,, on pourra, dans cette bypothése, aux for-
mules (1) et (9) substituer celles qui suivent,

(2.0) a.-i-cj/—l—-—f(cos §+;/—l—nn {),
. . . . «a+€f_) a . . : '
(2 l) = p*[cos. (¢Z+a?r)+y/——:sin.(¢{+uw')] (6
= p° (cos.al +-y/risin.al) (cos.aw -+ isin.a7w) (1))%.
Si on fait en pct;cu(mr 6+Cf— =—1, cest-

TOM. 1. . P
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d-djre, ¢.==--i C-—-o. oa trouvers
C = aro thog. (&) =0

et I ﬁmnule (z x) devxendni

(22) {t—1) = (o0s. a'n‘-l-]/:sin avr)(( ))‘

T en résulte qu’nn aura générelement dm l'hy,po»
thase sdmise

(2 3) (¢+C;/—. ...f *(cos. a{—t-}/-: sin. a{)((_;))‘

En réunissant aux formules (17), (x8) (20) et

(23) les équations (2 5) et (26) du 3. * paragraphe,
on ghtiendra définitivement les conclusions suj-

vantes.

Soit a~+C /=7 une expression lmagmatre quel-.
eonque, @ une quantité positive ou négative dont
Ia valeur mumérique soit fractionnaire, et £ un
nombre entier choisi arbltxmrement Si lon fait, de
plus,

(24) =+ c-) £ = arc tang. =,
on aqm, pour des valeurs pasitives de «,
_ da-d-C}/-Pl = p (eor.{+ y/~Tsin. {)
(a5){ (rCy =y =p (sowalsyTinal) ()
(1) = cos. 2ka 7w = /=7 sin. 2 ka7 ;’

et pour deé..vakur.a négatives de a.,.
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a+C Y= = — p(cos. {-4- ;/:-Tsin;o ,
(26){ (a+Cy =)y =¢" (con.alry/ i sin.al) (1)),
{ (=1 ) =cos.(2k+1.07)ty/= sin.(2k+1.0%):

On doit ajouter que, si Fon désigne par = le déno-
minateur de la fraction la plus simple qul Tepré-
sente la valeur numérique de a, 7 sera précisément
e nombre des valeurs distinctes de chacune des
expressions

O¥, s (evCy=);

et que, pour déduire ces m¢mes valeurs des for-
mules (25) et (26Y, il suffira d'y substituer succes-
givement , au lien de 2% et de 24-+1, tous les
nombres entiers qui ne sortent pas des limites o
et n.

Si la valeur numérique de a devenait irration-.
nelle, chiacune des expressions réduites

cos. 2 ka7 = y:dn. 2hkan,
cos. (2k-+1.a7) %= y/~tsin. (2A+1.07) ,

aurait un nombre indéfini de valeurs correspon- .
dantes aux diverses valeurs entiéres de £ ; et, par
suite, on ne pourrait plus admetfre dans le ca.icul
les notations

() ((—1))‘: ((=°+CV-t))‘,

i moins de considérer chacune d’elles comme propre
a représenter une infinité d'expressions imaginaires

*

P
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distinctes les unes des autres. Pour éviter cet iricon-
vénient , nous nemplorerons ;amtus les notations
dont il agit que dans le cas oi Ia valeur numé-
nque de a sera fractionnaire.

Parmi les diverses valeurs de ((1)), il en est une
toujours réelle et positive; savoir, + 1, que f'on
indique par la notation (1)* ou 1°, en faisant usage
de parenthéses simples , -ou méme les supprimant
entiérement. Si 'on substitue cette valeur particu-
liére de (1)) dans la seconde des e(luatlons (25),
on obtiendra une valeur correspondante de -

(a+CyE),

-que l’analogxe nous porte & mdxquer, a lmde dc
parentheses simples, par la notation

(a+Cy=i).
Cest ce que nous ferons désormais. Par suite,, on

aura, en supposant « posmf et les quantxtes P
Cdetermme&s par les équations (24),

(27) | (a+Cy/=1) = p* (cos.‘ a§+ y/—1 sin. a{). ‘

Cette derniére équation ayant lieu toutes les fois
que la valeur numérique de a est entiére ou frac-
tionnaire, l’analogle nous conduit encore a la con-
sidérer comme vraie dans le cas ou cette valeur
numérique devient irrationnelle. En conséquence,
nous conviendrons de désigner par

(a+Cy=ry



L™ PARTIE. CHAP. VIL 229
le prodmt V& [dos. a{ “+ ¢/=1 sin. a{}, dans le
cas-ou a sera positif, quelle que soit la valeur réellé
attribuée & la quantité a. En d'autres termes, si
Ten désigne par { un arc compris’entre- les limites

L L g l .
- —"» ==, On aura, quel que soit @, -

L (eon. &+ /= sin.0)J = p* (cos. al+y/ = sin. a{).

Si dans I'équation précédente on faxt p=1, elle
devxendra

(28)  (cos. €+ y/~1sin. C)‘ = cos. aC—c— e sm.ag

Cette derniére formule est entiérement semblable
aux équations (10) et (14) du 2. paragraphe avec
cette seule différence qu'elle subsiste uniquement
pour des valeurs de C comprises entre les limites

‘ —-‘—;, +—, tandis que les équations dont il sagit

sétendent & des valeurs quélconques de 6.

Lorsque la quantité a devient négative, on ne
voit plus, méme en supposant fractionnaire la valeur
numérique de @, quelle est celle des valeurs de
Texpression ((a+G63/=1))* que f'on pourrait distin-
guer des autres et désigner par la notation

(df -+ C 1 el ) .
Mais alors, — a étant une quantité positive, if est

facile d'établir, pour des valeurs quelconques de a,
1a formule

(29)  (—a—Cy/=y=p(comaly/= sinal)
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Noas terminerons ce paragraphe en faisant ob-
server que, dans le cas ou la valeur numérique de
a devient fractionnaire , les formules (27) et (29)
réduisent les équations (18) et (23) & celles qui

suivent , ‘
(39) ~ (a+Cy =) = (@+Cy=n) (1),
1) (el = (e S) (—)F,
i'équation (30) ayant lieu seulement pour des va-

leurs positives de la quantité ., et I'équation (31)
pour des valeurs négatives de la méme quantité.

" §. 5.° Applications des principes établis dans les
paragraphes preeédens.

Nous allons appliquer les principes établis dans
les précédens paragraphes a la résolution de trois
problémes sur les sinus et cosinus.

1. PROBLEME. Transformer sin.mz et cos.mz
(m désignant un nombre entier quelconque ) en un
polynome ordonné suivant les puissances ascen-
dantes et entiéres de sin. z, ou du moins en un
produit formé par la multiplication d’un semblable
polynome et de cos z.

SoLuTIoN. Lorsque dans les équations (12) du
2.° paragraphe on remplace les puissances paires
de cos. z par des puissances entiéres de . 1—sin.* z,

ces équations deviennent , pour des valeurs paires
de m, .
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cas. M3 = ’ :

A(l .-lin.'z‘)$--m—(~—_—'2(!—-m 5) a un.:

+ .(.'-‘)(,"—‘3) (ﬂ—'?) (t_—’m. z) t Y un."z—&CQ.o [
1.2.3.4 . . ’

sin. m3 =
cos. 3 [-’:l( 1 — sin.* z)i;—: sin. 3
m—
- !-(—-"-l_—'z)—(::-‘-)' (1—sin.* 2) 75 sin.} 2 + &e.. ] 3
et, pour des valeurs impaires de m,
cos, M3 —

‘ 008. 3 [(l—sin.'%)m_:-—'~2(:--;—.9(l — sin.* z) n'i.-,cin."s

_ m{m—1) (m—2) (m—3)
-+ 1.2.3.4

= .
(1 —sin.*2) 3 sm.’z—&c...],
sin, Mz =

- st }
"-L(-’T:.—%—(;m-—z)(l-fﬁn.'z)_a—sin,sl

" a N,
l-(l—sin. z) 3 sin.3—
+ &¢.... '
5i Ton développe les seconds membres des quatre
formules précédentes, ou du moins les coefficiens de
cos. 3 dans ces seconds membres, en polynomes or-
donnés suivant les puissances ascendantes et entiéres
de sin. z, on trouvera, ponr des valeurs paires de m,

)itz

- u(m-z){(m-—l) (m—3) = ’ 4) sin.*z—&c. ’

(1)< 13\ 2.4 3
sinmz—*oosz[isin z-—”—'—(—h‘) i 3)!!!

) () (1 Yom—3) 1 s 53\ s
7 1.3.5 \ 2.4 *‘,‘4-‘4“-.,@—]

(
cos. mz_._l———
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et, pour des valeurs impaires de m,

{ cos. m3z = c0s. 3 [I—‘——" (—+-)am *z

(m—')(-—s)/"'(vr-z) .~ 3
13 \N2.4 T3t 3«4)'"' z—-&c] :

() sin.mz = % sin.z — ”-'(ll'“—'-) (?———z +-}) sin z

k) (@) moa 5 53
Yon.3.s 2.4 PR 244
—_ &c. LY

sin.’z

Les équations (1) et (2) comprennent évidlemment
Ia solution dela question proposée. If ne reste plus
qu'a les presenter sous la forme Ia plus simple. Pour
y parvenir, il suffira d'observer que le coefficient
de chaque puissance entiére de sin. 2 renferme gé-
néralement une somme de fractions & laquelle I'é-
quation (5) du chapitre IV [§. 3] permet de subs-
tituer une fraction unique. Par suite de cette réduc-
tion, les-développemens de cos. mz et de sinmz
deviendront , pour des valeurs 'paires de m, .

1

m.
cos. mz-—'x—--l——sm. z+(ﬂ’-)—'5—"—‘-(ﬂ:i),s‘ "z

(3) . .2 xz34

__ _(m+4) (m+-2).m.m (m—2) (m—4)
123456 sin, z+&c ey

sin. M3 == cos. 3 [?— sim. 5 — w——?—';———-—(;”_z) sin? z

sm.s zZ - &c...] H

_(4) - () (m2) m(m—s) (m—g)
1.2.3.4. 5

_ et, pour des valeurs impaires de m, ; /..__
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(1) (m—1)
1.2

¢0s. M2 = cos. 3 [1 sin.* 2

(5)

;"_ Am+3) (mA1) (m—1) (m—3) sin.*z-'&c"'] !

.x.a.3.4
ﬁn.mz = %.bin. 2 — (ﬁ"'l—):-'—(z:—l)—sin.sz
SRR AT N I LY Gt} Y Cones IR S

12,345

CoroLLAIRE 1.7 Si dans T'équation (3) on fait
successivement ‘

m=2, h=4, m=6, &c....,
on obtiendra les suivantes
cos, 23 =1—2sin.* 3,
cos. §3 =1 —8sin*3+ 8sintz,
Y cos. 63 =1 — 18sin.’z + 48 sin.tz — 32sin‘z,
&e..... N

COoROLLAIRE 2. Si dans I'équation (6) on fait

successivement

m=1, m:}; , ﬁ:;, &e....,
on en tirera ' ¢
sin. 3 = sini 3,
3 sin, 33 = 3 sin, 3 —_4sin.3z,
(8) sin. § 3= § sin. 5 < 208in> 5 + 16sin 2,

‘&c..‘.l'.
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- 2. PROBLEME. Transfoimer sin. ms et cos.mz

(m désignant un nombre entier quelcongue ) en .
un polynome ordonné suivant les puissances ascern-
dantes et entiéres de cos.z, ou du moins en un_
. produit formé par la multiplication d'un semblable
polynome et de sin. z.

SoLuTIoN. Pour obtenir les formulés qui résol-
vent la question proposée, il suffit de remplacer,
dans les équations (3), (4), (5) et (6), = par
Z —z, et dobserver en outre qu'on 2, pour des

valeurs palres de m,
m \ =
cos., (—3—"‘1"3)—(— ‘)3005. mz,
. mx _— ?4-: . .
sin. (—r—mz)_(— I) nn.mz',
et, pour des valeurs impaires de m,

m—1 c
cos, (——mz) sin.m3zs’,

m—1
sin.’ (—-—-— — ﬂlZ) cos. M 3.

On trouvera de cette maniére, si m est un nombre
pair,

"
(—l)?cos.mzzl—"—ffcos.’z+w—":>’:————%.(€:z-) fz

©)

__ (m+4) (mr2) m.m (m—2) (m—4)

1.2.3.4.5.6 cos. z+&c

(met-2)m(m—)
1.3.3 -
(10) (m+4) (m-2) m (m—2) (m—4) c0s.) 23— &e.. ]-.

102.3.4.5 . . eese |y

e, | . [m 3
(—-l)a sin.M3S=—sin.3 -,cos.z— Cc08."%
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et, li m est un nombre impair ,

(m-4-1) (m—1)
1.3

(—-l)—" sin. 7% = sin. z[l—- cos.' 3

' (“)

LEEnEDE 5 g, ],

] 1.3.3.4 .
(—-l)""cos mz—-—‘—cos z—-g-—x"—)’:_(';—"'-)-m.’z

(12) (M-H) (m+1) m (m—1) (m—3)
.1.3.3.4.5
COROLLAIRE 2.7 Si dans la formule (9) on fait
successivement
m=2,m=4,m=6, &c....,

on obtiendra les suivantes

cos.’ z—&ec....

—c0s.25=1—2c0s." 3,
cos. 4z=1—8 cos." 5+ 8 cos.* 3,
(13) — c0s. 6z =1 — 18cos.* 3+48cos.*5—3 20083,
&e.... | '

J
COROLLAIRE 2.f S'i dans lequatlon (1 z) on fait
successivement .

m:l,_m_3, m=y, &c..
on en conclura
€COS. & == C0s.3,
—eos.32=3cos.z-—-4cos.3z,
(’4) oos.sz=5cos.z-'zo<:os.3z+ l6cos.’z, '

&e....
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3.° PROBLEME. Ezprimer les puissances entiéres
de sin. z et de cos. z en fonction linéaire des sinus
et cosinus des arcs z, 2z, 32, &c.

Soturron. On résout facilement ce probléme,
en ayant égard aux propriétés des deux expressions
imaginaires conjuguées

c0s.3 + Y/~1sin.3, cos.3 — Y/~ sin. 3.
Si T'on désigue la premiére par u, et la seconde par
v, on aura _
20082 =u+ 1,

28in. 3~ = u—v..
En élevant les deux membres de chacune des équa-
tions précédentes a la puissance entiére du degré m,
les divisant ensuite par 2 ou par 2 /=, puis effec-'
tuant les réductions indiquées par les formules

uv =1,
w4 u" —o" -
2 =cos.25, -;—}/:zsm.nz,
-—1

dont les deux derniéres subsistent pour des valeurs
entiéres quelconques de 7, on trouvera, si m re-
présente un nombre pair ,

m g

0 m N —_— .
2 c08.” 2 = cos. M3 + — cos. (m —2 .z)

(1) ' _._"LQ"{.}LZ cos. (m—4.2)+&ec...

, m(m—1)... ('-:-l-!)' B
Sebvesee - T’%—'—.,'
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(—x)=z sm. z=cos.mz——’icos.(m—-2.z)

(x 6)<) +

m(n—l)

cos. (m—- 4 z)—&c

\ ) . 1.2.3...
" et, si m représente un nombre impair,

{ m~: ) .
2 cos.”'z=cos.mz+%cos.(m—2.z)

('17)< -+ m—(?—:;) cos. (m — 4fz)+&cf'
. . - m(m—l)...‘(ﬁ?—'-) 2
L AN ] e cOsI
A o ' 1.1.3..."':‘ ’

[ (—- l) _:—' 2" sin"z= sin.mz ——T sin. (m——z . z)

m(m—1) _
_ (18)< +.-———————l_2 . sin, (m +4z) &e..
...... i:ﬂ—gl sin. 2.
\ 4 B

' Cororrarrg 1" Si dans la formule (n 5) on fait
successivement

m=2,m=4, m=6, &c....,
‘on en conclura
2 cos.’ 3 =c08.23+1 , .
- 8cos.*z=cos.{z+ fcos.25+3,

(19)

32 005.°% = c08.6 5+ 6 con. 43 +1 5 cos.2z +10,
&ec.. .. ‘
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On arriverait aux mémeséquations, siFon cherchaita
déduire des formules (13) les valeurs successives de
cos."z, cos.*z, ces.fz, &c.... '
en fonction linéaire de
cos. 2%, cos. 43, cos.6z, &c....
CoRroLLIAIRE 2.* Si dans Ia formule (16) on fait
successivement
m=2,m=4,m=6, &ec....,
on obtiendra les équations
— 2sin.’3 —c0s.23—1 ,

8sintz = cos.ziz—zieos.‘zz-t:} .

(20) o3
—3 2sin.‘z = eos._6z—6ws.4z+l §ces.22—10,’

&e.. ..
que Pon pourrait également déduire des formules(7),
par l'élimination des quantités

sin.*z, sin.*z, sinfz, &c.....

COROLLAIRE 3. Si dans Ia formule (17) on fait -
successivement

m=1i,m=3, m=3, &c....,-
on en conclura
cos. T = cos. 3,
s fcos’z=co0s.32 + 300s. 3,
16 s’ % = coss § 3 + §eos. 32+ 10c8.Z,
&e....

(2'>l
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On arriversit aux mémes équations, si Pon cher
chait & déduire des formules (14) les valeurs suc-
cessives de ’ _

“.Z, 008.33, “-’3, &c--o.
en fonction linéaire de
cos.3, cos.33, cos. 53, &ec....

CoroLLAIRE 4.° Si dans la formule (18) on fait'
successivement

m=1, m=.3 » M=3, &ec....,

on obtiendra les équations
sin. 2 =sin. 3,

(zz) -—4 sin3z = sin.3 3 — 3sin. 3,
16sin’z =sin. §2 — §sin; 33+ 10sin. 2,
&e... .
que Pon pourrait également déduire des formules (8)
| par Péliminetion des quantités :

sin.z, sin’z, sin’z, &c..... _

|
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CHAPITRE VIIL
Des Variables et des Fonchons zmagm’acrcs.

\

S L Considérations. générales sur les Varmbles
et les ' Fonctions imaginaires.

LoRSQUON suppose variables les deux quantités
réelles %, v, ou au moins 'une d'entre eﬂes, Pex-
presston '

uUu+v !

est ce qu'on appelle une variable imaginaire.-Si,
de plus, la variable u converge vers la lumte U,
~etla vanable v vers la limite V,

U Vy-

-sera la limite vers laquelle converge I’expressxon
imaginaire u+vy/—:. :

- -Lorsque les constantes’ ou variables comprlses
dans une fonction donnée, aprés avoir été considé-
rées comme réelles, sont ensuite supposées imagi-
naires, la notation a Paide de laquelle on expri- ‘
mait la fonction dont il s'agit ne peut étre conservée
dans le calcul qu'en vertu de conventions nouvelles
propres & fixer le sens de cette notation dans la
derniére hypothése. Ainsi, par exemple, en vertu .
des conventions établies dans le chapitre précédent,
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' fes valeurs des notations

: : a
.a+zx, a—zx, axr, —,

se trouvent complétement déterminées dans le cas
ou la constante a et la variable = deviennent ima-
ginaires. Supposons pour fixer les idées, que, la
constante a restant reeﬂe la variable 2 recoive la.
valeur imaginaire

a3 Gy=r = p (cos. 8 +y/=1 siﬁ.e),

a, G exprimant deux quantités réelles qui peuvent
étre remplacées par le module p et Tarc réel 0.
On conclura du VIL* chapitre [§§ 1 et 2] que les
quatre notations

a+x, a—z, ar, —
desrgnent respectlvement les quatre expressions
imaginaires ,

@~ pcos. 9+fsm 8. ;/—Tl, a— p cos. e—f sin, 9 V=i,
afcos 9+afsm b.v/=1, ——cos 9—--——sm 0. ]/—x

ou, en d’autres termes, les suivantes °

.d.- '.- C .

H_H.CY/:;,M—CV—x,GH-GC;/—:, T oV

En général on fixera sans difﬁcuité, par le moyen

des principes établis dans le chapitre VI, les va-

leurs des expressions algébriques dans lesquelles
Towm. 1. o Q
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plusieurs variables ou constantes imaginaires se-
raient liées entre elles par les signes de 'additign,
de la soustraction, de la multiplication ou de Ia
division ; et Ton reconnaitra sans peine que ces ex-
pressxons conservent toutes ies propmetes dont elles
]omralent, si les variables et constantes qui 8 y
trouvent comprises étaient reelles Par exemple, si
Fon désigne par

Ty Yr By e Uy U, W

plusxeurs variables soit réelles, soit imaginaires, on
aura, dans tous les eas possibles,

o x+y+z...—-(u-r-v+w...)::.z+y+z...~—d—v—w...,
ry=yz,

uU(z4+y+ 3+..) = 4z -+~ vy +uz+&ec...,

z4y-+z-4&c
udn =2 +¥L 42 &e...,
(l)< . u u u u
Ix L xZx.=2Y2 ,
“w * o w uyw
z @ v
=—=—xux,
u “ %
(') »
\&e.....s

Considérons maintenant la notation
. - x‘ 4
daus le cas o, la constante g restant réelle, Ia va.
riable = obtient la valeur imaginaire

& - C-,/_:::::f (cos.e-f-‘;/‘-'-_-‘x's'in‘e').
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Si Ton prend pour ¢ une quantité dont fa valeur
numérique soit un nombre entier m, cette méme
notation, savoir,

, = x*", .
aura, pour des valeurs réelles quelconques de a et

-de G, une sxgmﬁcatmn précise. Elle représentera
Fexpression imaginaire

f cos. mb +fa sin. m9 1/—-:

‘st a=-+m; et la suivante

F cos. mf — p " sin. ml.y =7,

si a=—m : [voyez le chapitre VII, §. 2, équations
(x8) et (19) ]. Mais, toutes les fois ‘que Ia cons-
tante a recevra une valeur numerlque fractxonnmrc
ou irrationnelle , la notation '

xd
n'aura plus de valeur précise et déterminée, & meoins

que la partxe réelle o de expression i imaginaire =
ne soit positive. St dans ce cas particulier on fait

§= arc tang. -g— '

. . » . x
Parc { restera compris entre les limites — 12 , +—

et, en écrivant x au lieu de a+Gy/=i dans le

4.° paragraphe du VIL* chapitre [ équations (17) et
(27) ] on trouyera

""f (cos <+ -1 sln {)
&% = p*[cos. aéﬂ- V=i m.-a{]‘;
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en sorte que la motation 2* désignera Texpression
imaginaire. . :

f cos. a<+fa sin. a€ V
Il suit encore des conventions et des principes ci-
dessus établis [chap VII, §§. 3 et 4], que, pour
une valeur numérique fractmnnaxre de la constante
a, la notation
(=)

représente a-la-fois plusieurs expressions imagi-
naires, dont les valeurs sont données par les deux
formules '

(@ =2 (), (1) = oo abam /S sin.akere,

lorsque la partie réelle « de Texpression imaginaire
x est positive, et par les deux suivantes

4 (@ =2y ()
- ((=1)y = cos.(2k+1)am Ey= sin. (2k+1)a7,

lorsque la quantité a devient négative; [voyez & ce.
sujet, dans le 4.° paragraphe du chapitre VII, les
équations (25) et (26) ]. La méme notation ne peut
plus étre employée dans le cas ou la valeur numé-
rique de a dévient irrationnelle.

Les expressions de la forme

x*
conservent les mémes propriétés pour des valeurs
“réelles et pour des valeurs imaginaires de la va-
riable, tant que I'exposant a pour veleur numérique
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un nombre entier ; mais ces propriétés ne subsistent
plus que sous certaines conditions dans le cas con-
traire. Soient, par exemple,

o=a+6y/~1, y=¢,'-+-€’}/-—: , z=w”+C”V: ) &c..;

plusieurs expressions lmagmalres qui se réduiront
a des quantités réelles, si €, €', G" sévanouissent.
Désignons, en outre, par a, b, c ... des quanutes
réelles quelconques dont les valeurs numeériques
soient fractionnaires ou irrationnelles, et par m,
m', m* ... plusieurs nombres entiers. On aura cons-
tamment, en vertu des prmc:pes etabhs dans le VIL.*
chapitre ,

x™. ™ 2™ .
- r”. ™ ™. = .z"""'“'""'""‘,
(2) i o e = x*"’*"'*"’" ** (chacun

des nombres m, m’, m", . . devant étre affect¢ du méme signe
"dans {es deux membres) ;

, o= (2ys.0)",
(3){ y" -n'..,=(.i-yz....)'";

(@) = (e = e

(™ = (&) = 2

memi+ml
X . ‘.'_'.’

@

‘On trouvera au contraire que des trois formu!es

'(5) .z"x ‘z.t... — xa-o-if-c....’

6) 2y z.. = (xy?s..""..)‘,
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(7) - (29 = 2%,

la premiére subsiste uniquement toutes les fois que.
Ia partie réelle o de Texpression i lmagman‘e z est

positive; fa seconde, toutesTes fols que, a, ;e ..
étant positifs, la somme: . - .

. "

¢
arctung -—+arctang —g—-i—arctang il .;..._.._

reste compnse entre les lxmltes — X, +Z5eth
dermu'e, toutes ies fors que, a étant positif, le pro--
duit
: e
a.arc tang. —- -

est compris entre ces mémes litites. -
Les conventlons fmtes dans le VIL.* chapltre ne

- suffisent pas encore pour ﬁxer d’'une maniére pre-
cise le sens des notations -

A,1LZ‘, sin..r, cos. .z', arcsin. .z, arc cos.r,

dans {é cas ou {a variable x.devient 1magmaire.‘ Le
moyen le plus snnple dy parvenm étant la consxde-
ration des séries 1magm:urcs , nous renvoyons ce
sujet au chapitre IX. , :
D’aprés ce qm a été dit ci-dessus, toute notation
1nrebr1que qui renfermerait, avec les’ variables z,
'y, 5 ... supposées réelles, des -constantes: imdgi-
naires , ne peut étre employée dans le calcul que
dans le cas oli, en vertu des conventions établies,
clle auralt: pour valeur une cel‘taln&gexpressxon ima-
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ginaire. Une semblable expression, dans-faquelle
ia partie réelle et le coefficient.de y/+~i sont néces-
sairement des .fonctions véelles des vaniables &, ¥

., est ce quon appelle une fonction ¢ zmagmazrc
de ces mémes variables. Ainsi, par exemple,
Ton désigne par @(z) et. x(.z) deux:. ﬁonctxons
 réelles de z, une fonction i xmagmaxre de cette va-
riable sera

9 () = x (@) V. _
Quelquefois nous mdlquerons une semblable fonc-

tion a l'aide d'une seule caracterlsthue @, et nous
écrirons en conséquence

FO=0@rx@yT.

‘Pireillement; i Ton désrgne par ‘¥ (%, y, z ),
x(r, Y 3 ) deux fonctmns reelles des Varxables
x, Y, 5. .

@ (7,9, 3..) = <P(~%‘;%~ )-'-X(%%z )V"'
sera une fonctxon lmagmalre de ces dxverses va-

rmb[es S
La f0nctmm xfnagmsﬂtve ‘

‘ Q(-l‘,y,&- )"'X(”ﬁ.’/}z )}/—‘ i
pﬁedd le nomde foriction algébriqué; ou exponen-
tielle, ou loaamthmlque ou circulaire , &¢...; et;
dans le premier cas, fe nom de fonction ration-
nelle ou irrationnelle, entiére ou fractlonnalre &e..,
toiites Tes fois’ q & fes forctions réelles 9(2,y, 5..)),
AL 7‘;0&1§§é’nt'?ﬁné etdmutre dés proprictés

)
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que suppose. le nom dont il sagit. Amsl en parti-
culier - Ja: forme générale d'une fonction imaginaire
£t .linéairb"des varisbles 2, y, 5.... sera Y

(a+b.z'+cy+dz+ )+Ha' +I) P y+d' Z+.. )1/:', )
ou, ce qm revient au méme,
a'rd /_1+(b+6'f:)t+(c+c /:I )y+(d+d’1/:,)z+&c ces

a, b e,d,..a, b, c,d, ... désignant des cons-
tantes réelles.

On doit distinguer encore parml les fonctlons'
.m;agmaxres , comme parmi les fonctions réelles,
“celles qu'on nomme explicites, et qui sont immé-

diatement exprimées au moyeh des variables, de.
celles qu'on nomme lmphcx,tes et dont les valeurs
déterminées par certdines equ.atxons ne peuvent étre
explicitement connues quaprés-la resolutlon des
équations dont il s'agit. Soit

@ (z) ou w(z,y, 3, ...)
une fonction imaginaire implicite déterminée: par
 une seule équation. On pourra. représenter cette -
fonction par u-+vy/—1, u, v désignant deux quan-
tités réelles ; et, st dans Féquation- imaginaire quelle
doit vgnﬁer on..¢crit , ‘au lieu..de, fa'(,z‘) ‘qu :de
'B"(.L‘, y:‘z, n.) . e, .;. P

-.‘ h’ u+v B ;.“‘;'-iﬁ- . L T |

aprés avoir developpe fes deux membres, puls égale
de part et dautre les parﬂeareeﬂes et Jes coefﬁcxena
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de /=i, on obtiendra deux équations réelles entre
les fonctions inconnues « et v. La résolution de ces
derniéres équations, lorsquelle pourra s'effectuer,
fera connaitre les valeurs explicites de » et de v, et
par suite la valeur explicite de I'expression imaginaire

°U 4+ VY -—1. *

‘Pour qu'une fonction imaginaire d'une seule va-
riable soit complétement déterminée, il est néces-
‘saire et il suffit que de chaque valeur particuliere
attribuée & la variable on puisse déduire Ia valeur
correspondante de la fonction. Quelquefois, pour
chaque valeur de la variable, la fonction donnée en
obtient plusieurs différentes les unes des autres.
Conformement aux conventions précédemment ad.
mises , nous désignerons ordinairement ces valeurs
multiples d'une fonction imaginaire par des nota-
tions dans lesquelles nous ferons usage de doubles
traits ou de doubles parenthéses. Axnsx par exemplc,

u//cos z+}/—lsm z,

ou . N . . .
N T r.

(( cos. 7 4+ y/=1 sin. z))" n

indiqueta Pune que{conque des racmes du degne n
de l'expressmn lmagman'e '

y G

“ cos. z—i— —1 sin. 2.
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§ 2.5 Sur'les Expres;sz'ons imaginaires infiniment
petttes ) et sur la continuite dec Fonctzom ima-
gmazres

‘Une expression imaginaire variable est appelée
z'rgﬁniment petz'te lorsquelle converge vers la limite
zéro ; ce qui suppose que dans lexpressxon donnée
la partie réelle et le coefficient de /=7 c0nvergent
én méme temps vers cette llmlte Cela pose repré-
sentons par

_ e+ Cy=i= f(co.e-.-,/——'.m 9)

une expression i nnagman‘e variable; ¢, €, désignant
deux quantités réetles | auxquelles on peut substi-
tuer le module p et Fare réel §. Pour que cette €x-
pressron soit infiniment petite, il sera évidemment
nécessaire et suffisant que son module

L p=Aw )

soit Tui-méme mﬁmment petlt

'
v

Une fonction i imaginaire de la variable SUppes
sce réelle, est appelée continue entre deux limites
données de cette variable, lorsqu'éntre ces limites
un a'ccroissément infiniment petit de la variable pro-
duit tou]ours un accroissement infinjment. petlt de
Ia fonction elle—meme Il en resulte que la fonction
1magmatre ) : '

P (2) +x(2)v=

scra continue entre deux limites données de x, si
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les fonctions réelles P(z) et X () restent contmues
entre ces limites.

On dit qu'une fonction imaginaire de la vanable
z est, dans le vmsmage d’une valeur particuliére de
- @, fonction contmue deé cette variable, toutes les fois
quelle reste continue entre deux limites méme trés-
rapprocﬁées, qui renferment la valeur dont il s'agit.

Enfin, lorsqu'une fonction imaginaire de la va-
riable » cesse d'étre continue dans Ie voisinage
d'uhie valeur particuliére de cette variable, on dit
quelle devieut alors discontinue, et quil .y a pour
cette valeur particuliére solution de continuité.
~ En partant des notions qu'on vient d" établir rela-
tivement & la continuité des fonctions imaginaires,
on reconnaitra facilement que les théorémes 1, 2 et
3 du IL* chapitre [§. 2] subsistent dans le cas méme
ou P'on remplace les fonctions réelles

f(‘t> et f(x:.'/:z----) |
par des fonctions imaginaires ~ o »
Qerx (BT et B3, 5. (e ) 5

On peut en :conséquence énoncer les proposmons'
sulvantes. '

1.~ THEOREME. S les vanables réelles z, y, =
ont pour limites les quantites ﬁ.z'es et determmees
X, 2.y et que la fonction zmaomazre

@(‘”} ?/; ) + x(2, ,%_- ) 1/“‘

soit continue par rapport & chacune des variables



252 . COURS D 'ANALYSE.
®,y,%... dans le vomnage du systéme des valeurs

particuliéres
r=X, y=Y, =2, &....,
Pz 9,5 ...)+x(, 9y 3.. ) 1/—:

~aura pour lkimite

XY, Z,.)+x(X, ¥, Z, .. )/~
ou, si Lon fait, pour abréger,

Py, 5.)+x(ry 5. /1=, ¥ 3.},
"«-'(a-, ¥ 2.0 aura pour limite «(X,¥,2,..).

2. THEOREME. Deszgnons par z,y, s plu-
sieurs fbnctwns réelles de la variable ¢, qm sozent
conhnues par rapport a cette variable dans le voi-
smage de la valeur réelle t=1T. Soient de plus
X, ¥, Z ... les valeurs particuliéres de z,y, = .....
conespondantes a,t—-T et supposons que dans
le veisinage de ces valeurs particuliéres la fonc-
tion imaginaire :

@ (2, ¥, 5..) =Pz, ¥, 2..)+x (7, Y, 3. )V =
soit en méme temps continue par rapport & =, par-
rapport a y, par rapport a z, &c...: = (.z~, Yz
considérée comme une fonction zmagmazre de ¢,
sera encore continue par rapport @ t, dans le voi-
sinage de la valeur partzculzere t=T.

Si dans le théoréme preccdent on réduit les va-

riables z, y, z ... & une seule,, on obtiendra Yénoncé
suivant.
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3.¢ THEOREME. Supposons que dang l expression

()= 9 () + x () v
la variable = soit Jonction réelle d’une autre va-
riable ¢. Concevons de plus que la variable = soit

Jonction continue de t dans le voisinage de lavaleur
- particuliére t=1T, et a(z) fonction continue de =
dans le voz'sz'nage de la valeur particulz'ére z=X,"
correspondante a t=1. L'expression imaginaire
o(z), considérée comme une fonctzon de t, sera en-
core continue par rapport a cette variable dans le
voisinage de la valeur particuliére t+=1.

§. 3.° Des Fonctions imaginaires symetriques
alternees , ou homogenes

En étendant aux fonctions imaginaires les défi-
nitions que nous avons données [ chapitre Il ] Jes
fonctions symétriques, ou alternées, ou homogenes
de plusieurs variables z, y, z ..., on reconnait im-
médiatement que

Pz y 2 )Xy 2.V
“est une fonction symétrique, ou alternée , ou homo-

gene du degré a par rapport aux varlables z, y,
forsque les fonctions réelles o

P(5,9,5.)s X9 5.0)

sont Tune et lautre symétriqﬁes, ou dternéés, ou
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homogeénes du. degre a par. rapport & ces mémes
variables. ‘

§- 4.° Sur les Fonctions imaginaires et entiéres d'une
ou de plusieurs variables.

En vertu de ce ’qui a été dit ci-dessus [§. 1.7,
@(z) + x(2)v=
¢ (x, %z )-r-x(x, Y, 3 );/:T =

sont deux fonctions imaginaires et entiéres, I'une de
la variable z, Fautre des vartables z, y, z ..., lorsque

P(z) et x(2), P(=,y, 2...) et x(x,y, 2...)

~ sont des fonctions réelles et’entiéres de ces mémes
variables. Par suite, si @ («) représente une fonc-
_tion imaginaire et enticre de la variable z, la valeur
de @ (&) sera déterminée par une équation de la
forme '

et

@ () = Q(2)+ X (2) Y=
=a,,+a,.z‘+a‘x‘+'...4-(b°+b,.z:+bxx‘+...)‘/: ,

a,,a,a,..b,b,0,,.. désignant des constantes
réelles. On conclura de cette équation, en réunis-
“sant les coefliciens des puissances semblables de x,

(1) @E=(@o+boy/5) (3,45, )/ T)e+(a,+b /") e

Pour quela fo‘nction' @ (z), déterminée par la for-
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mule précédente, s'évanouisse avec z, il faut que
fon a.:t

a,+by=i=o,

cest-d-dire, a,=o et b,=o, auquel cas la valeur
de @ () se réduit a

w(2)=(a,+b,y/=1)x+(a,+b,y~) v+ &e...
=z[a,+b, Y= +(a,+b, }/zf)x +&e....].

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiére de la
variable z, lorsquelle s'évanouit avec cette va-
riable; est le produit du facteur = par une seconde
fonction de la méme espéce, ou, en d'autres termes,
est divisible par . En partant de cette remarque,
on étendra facilement les théorémes 1 et 2 du cha-
pltre IV [§. 1. ] au cas ou les fonctions entiéres
qul s y trouvent mentlonnees sont en méme temps
imaginaires. J' a,oute que ces deux théorémes sub-
sisteront encore, si fon y remplace les valeurs
particuliéres et réelles attribuées 4 la variable =,
telles que

_ Xy, X,y Z,, &c.....
par des valeurs imaginaires
a’o+coy L) dv,""c, —1, d':.+cx i) .&c""

Pour démontrer cette assertion; il auﬂit d'établir

les deux propositions suivantes, U
1.~ THEOREME. Si une fbm:tzon tmaginaire et

entiére de la variable = &' évapoust pour une valeur
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particuliére de cette variable, par exemple, pour

z=a,+C y=,

cette fonction sera divisible algébriguement par

—a,—6,y/=.

DEMONSTRATION. En effet, soit

@ ()= (@) + x (&) v
la fonction imaginaire dont il s'agit. Si Ton y fait -
z=a,+6,y=+z,

~ z désignant une nouvelle variable, on obtiendra
évidemment pour résultat de la substitution une
fonction imaginaire et enti¢re de z, savoir,

@ (¢, + 6,/ +13):
© et, comme cette fonction de z devra s'évanouir pour .
z=o0, on en conclura que

@ (2) == (¢, + 6, Y= +3)
est divisible par
z=z—a,—6,y/=.

COROLLAIRE 1.°" La proposition précédente sub-
siste dans le cas méme ou la fonction y(z) séva-
nouit, cest-a-dire, dans le cas ou 'a*(x) se réduit
a une fonction réelle ¢ (x).-

. COROLLAIRE 2.* Le théoréme précédent subsiste
encore, lorsqu'on suppose 6=o0, et par-conséquent
{orsque la valeur particuliére attribuée & la variable
x est réelle,

.
.. -
-
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" 9.¢ THEOREME." Si une Sfonction imaginaire et

- entiére de la variable = s’évanouit pour chacune
des valeurs particuliéres de = comprises dans la

I3

'¢,‘-‘+C,,;/—: ’ ¢,+C, 1/:;, a, + C; -1y wus
seesese o d:,,_,_—.-cn_,y—l,
» désignant un nombre entier quelconque, cette
fonction sera équivalente au produit des facteurs
x—a,—C. /=5, 2—a,—C, /=5, 2—a,—C, /=5, &c...
.......... t—a,_;—c._, V=

par une nouvelle fonction imaginaire et entiére de
la variable z.

DimonsTrATION. Soit

7 (2) =@ (z) + x (@) V=1 |
Ia. fonetion proposée. Comme elle doit s'‘évanouir
pour
z=a,+6,y=1, |
elle sera, en vertu du théoréme 1.*, algébrique-
ment divisible par
z—a,—6, /= ;

et l'on aura en conséquence v

(2) @‘(x):(x—-a,,—co;/:) Q,,
Q. désignant une nouvelle fonction imaginaire et ,

enti¢re de la variable z. La fonction = () devant
TOM. I. R
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s'évanouir encore, lorsqu'on suppose

T = da, -+ Cl -1 [
cette supposition réduira nécessairement a zéro le
second membre de I'équation (2), et par conséquent
Pun des deux facteurs qui le composent [ voyez le

VIL chapitre, §. 2, 7. théoréme, corollaire 2] De
plus, comme le premier facteur

z—a,—C, Y=
ne peut devenir_n_ul pour .
| z=a, +6 =,
tant que les valeurs pérﬁculiére§
a,+ 6, =, a,,+.C,}/:u

sont distinctes I'une de l'autre, il est clair qu'en at-
tribuant & x la seconde de ces deux valeurs on
devra réduire a zéro la fonction entiére Q,, et par
suite, que cette fonction entiére sera divisible algé-
briquement par
‘ ‘.z:—a,,—C,,y—n.
On aura donc ‘

=(¢—¢,—C,V:)Q,,

] P -
Q. désignant une nouvelle fonction imagihaire et
entiére de la variable x ; en sorte que Péquation (2)
. pourra se mettre sous la forme

(3)  @a)=(e—a—Cy TN e=aCy IR,
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En raisonnant comme on vient de le faire, on

trouvera, 1.° que, la fonction @ () devant s'éva-
nouir en vertu de la supposition

xzd';"‘cxl/——"

cette supposition réduit nécessairement & zéro le
second membre de 'équation (3), et par conséquent
l'un de ses trois facteurs; 2.° que le facteur réduis
& zéro ne peut étre que la fonction entiére @ , tant
que les trois valeurs particuliéres de « désignées par

¢+C{/:T,¢+C,/-‘.,¢+C,/:7

sont distinctes T'une de l'autre; 3 que fa fonctmn
entiére Q, , devant sévanouir pour

x_a,‘ +C, y=,
est algébriquement divisible par
| z—a,—G6 y=.
Qn' aura par conséquent
) Q=(z—a,—6,y=)Q,,
et par suite
@ @Ee—atoy =) e,/ e,y TN @,

Q, désignant encore une fonction imaginaire et
éntiére de la variable . En continuant de {a méme
maniére, on finira par reconnaitre que, dans le cas
ou fa fonction entiére () s'évanouit pour » valeurs
différentes de & respectivement désignées par

R*
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a+C. =1, aL+C v=, a+6 =, &e..
eeeees a, . +6 .V, . '

on a nécessanrerpent
( ) { w(r)= (““c—COI/:D’?(M 1"‘:}/-_'3)"(’—‘3_:1‘/:; ..
2 I x(z—a,_,=C,_,/=0)Q,
Q désignant une nouvelle fonction entiére de la
variable ..
Il est a-peu-pres inutile d'observer que le théo-
réme précédent subsiste lorsqu’on éup'pose

X (x) = o,

ou bien

€.=o0, 6,=0, 6,=o, ... C,;_,:b;

Cest-a-dire , lorsque la fonction @ (), ou les valeurs
particuliéres attribuées & la variable , deviennent
réelles.

A Taide des principes établis dans ce paragraphe,
on démontrera sans difficulté que, dans le chap. IV
[§ 1., les théorémes 3.° et 4.° avec la formule (1)

uvent étre étendus au cas ou les fonctions et les
variables deviennent imaginaires, ainsi que les va-
leurs particuliéres attribuées aux unes et aux autres.
On prouvera de méme que les propositions 1.7,
" 2.°et 3.5 avec les formules (1) et(2), dans le second

ragraphe du chapitre IV, et les formules (2),.

(3)s (4), (5), (6), dans le 3.° paragraphe du inéme
chapitre , subsistent, quelles que soient les valeurs:

/
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réelles ou imaginaires des variables, des fonctions,
et des constantes. Ainsi, par exemple, on reconnaitra
en partlculler que T'équation (6) du 3.° paragraphe,
savoir , .

. - -

(6) l(:—:!f)..n = 1.3.3...8 + l.:.}'..(n—l).%-'- e

x yl—-l "
cee =t — -+ 9
. 112,30 (n—1) 1.2.3...m

@ lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des
vmables zety.

§. 5.° Détermination des Fonctions imaginaires conli-

nues d’une seule variable propres a vérifier cerlaines
" _conditions.

Soit

@ (2)= @ (z)+y= x(2)

une fonction imaginaire continue de la variable z, .
®(x) et ¢ (x) désignant deux fonctions continues,
mais réelles. La fonction imaginaire @ () serg
complétement déterminée, si elle est assujettie a

vérifier, pour toutes les valeurs réelles possibles des
variables x et y, T'une des équations

(1) wlery=w()+a(),
(2) wlr+y)=w(r)xa(y);

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives

| des mémes variables, une des équations suivantes



262 coﬁns D'ANALYSE.

G) + wln) =) wl),

@) wlry)=a(d)xw(y)
Nous allons résoudre successivement ces quatre
" équations, ce qui nous fournira quatre problémes

. analogues & ceux que nous avons déja traités dans
le 1.c" paragraphe du V. chapitre.

1. ProOBLEME. Déterminer la fonction imagi-
naire @ (z) de maniére qu’elle reste continue entre
deux limites réelles quelconques de la variable =,
et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles des
variables z et y,

() @(@+y)=a(2)+a(y)

SoLvuTion. Si, a laide de la formule®

@ (2) = Q(z)+ x(z) V=1, .
on remplace dans 'équation (1) la fonction imagi-

naire @ par les fonctions réelles ¢ et 7, cette
équatlon deviendra

@ (z+y)+X (z+y) ./ =1 =0 (2) +x(z)/: +o(y)+X(¥y/ =1

puis 'on en conclura, en égalant de partet d autre
les parties réelles et les coefliciens de y/—1,

P(z+y)=P(2)+P(y),
x(z+y) = x(x)+ x ().

* On tirera de ces derniéres formules [ voyez le cha-
pitre V, § 1, 1. probléme ]
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@ (z) =29(1), -
x(x) =z x(1);
et par suite

Ls)  w(r)=x[P(1)+x()yv—1,
ou, ce qui revient au méme,
(6) @ () =z (1). S
Il suit de l'équation (§) que toute valeur de @ (&)

propre & résoudre la question proposée est néces-
- sairement de la forme
7))  wla)=(a+by=)z,

a, b deSIgnant deux quantltes constantes. I est
dailleurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur
de @ (z) vérifie Téquation (1), quelles que soient
les deux quantités a et b. Ces quantités sont donc
deux constantes arbitraires.

On peut remarquer que, pour obtenir 1a valcur
précédente de @ (z), il suffit de remplacer, dans la
valeur de @(z) que fournit 'équation (7) du'V.*
-chapitre [ §. 1. ], la constante arbitraire et réelle a
par la constante arbitraire, mais imaginaire,

a~+ by=.
2.¢ PropLEME. Déterminer la Sonction imagi-
naire @ (z) de maniére qu’'elle reste continue entre
deux limites réelles quelconques de la variable =,
et que lon ait, pour toutes les valeurs reelle des
variables z et y,
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(2) a(24y) = @ (2). = (y).
SoLUTION. §i dans Téquation (2) on fait r=o0,
on en tirera
@(o)=1,
ou, ce qui revient au méme [ i cause de la formule
@ (2) =P (2)+x (=) v-]
q)(o)-t-x(o)/:: =1,
et par suite
P(e)=1, x(o)=o.
La fonction ¢ (z) se réduira donc & Tunité pour Ia
valeur parhcuhere o attribuée a la variable z; et,
puisqu’on la suppose continue entre des limites quel-
conques, il est clair qu'elle sera, dans le voisinage
. de cette valeur particuliére, trés-peu différente de
Yunité, par conséquent positive. On pourra donc,
en désignant par « un nombre trés-petit, choisir
ce nombre de maniére que la fonction Q(z) reste
constamment positive entre les limites

r=—=o0, r—a.

Cette condition étant remplie, comme la quantité
@ (a) sera elleméme positive, si P'on fait

/
P=v[(@a) +(xa)] g—arc tang, ¢: ,

on en conclura

w(a)= <P(<L)+x(a,) Y/=r=p[cos. €+ Y= sin, é].
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Concevons maintenant que dans lequaﬁon (2)

on remplace successivement y par y+3, puis 3 par
s+u, &c....; on en déduira

@ (Y +z+....)= fa'(x)-a'(y)@'(z)

quel que soit le nombre des variables z,, 3, &c...
Si de plus on désigne par m ce méme nombre, et
que on fasse :

r=y=s3=~&c.=a,

T'équation qu'on vient de trouver donnera

@‘(mw) = [’G‘(d«)]’” =p" [cos. m<+;/—_-7 sin.m(:].

Jajoute que la formule

@ (ma) = p" [cos.m{ + /= sin.m{]
subsistera encore, si 'on y remplace le nombre en-
tier m par une fraction ou méme par un nombre
quelconque w. Cest ce que Ton prouvera facile-
ment ainsi qu'il suit.

Si dans I'équation (2) on fait r=1a, y=1a,
on en tirera

R

[G‘(—i— @)] =w(e)=p [cos.C-&- ;/:7 sin. {],
puis , en extmyant les racines carrées des deux
membres, de maniére que les parties réelles soient
positives, et observant que les deux fonctions.g(z),
cos. x restent POSlthCS la premlere entre les- hmltesA

=0, r=a, la seconde entre les limites .z'_.o,
x...C on trouvera - e
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w(——*) o(te) +x () v
—f [cos z-l- —1 sin. ——]

De méme, si dans l'équation (z) on fait z=za,
y=za, on en tirera :

[”(% “)]’ =@ (‘:‘ ") =f% cos. < /i sin, -f—] :

puis, en extrayant les racines carrées des deux
membres de maniére a obtenir des parties réelles
~ positives, -

@ (la,) =f% cos.%+ -1 sin.%—].

Par des raisonnemens semblables, on etabhra suc-
cessivement les formules

@ (__ a,) =p v [cos. —g—-!-J/:TSin- —g‘] ’

.....

et, en général , n désignant un nombre entier quel-

conque ,
&) =g [eon (2 )y Tsn ()]

Si l'on opére sur la valeur précédente de 'ar(;—.‘ab)

pour en déduire celle de 'ar(i:.— a.) , comme on a

opéré sur la valeur de @(e) pour en déduire celle
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de @ (ma), on trouvera

() =rFon (—-C)*-F- (—C)]

ou, ce qui revient au méme,
o(30) + (3 )y
| =f-"-[cos(7"'—<) + /=7 sin.
et par suite
0 () =rFen (30).
x (5 a) = pF sin. ()

. . - . m ..

puis, en supposant que la fraction —= varie de ma-
niére 4 s'approcher indéfiniment dn nombre u, et
passant aux limites, on obtiendra les équations

=l

'q>(pb¢,)=f~cos.;.¢§, X(Ma.)zfﬁsin.[la{,
desquelles on conclura: |
(8) ’G‘(Mw) ::ff[cos.pt.{-&- V:kh:.p{]. .

De plus, si dans Péquation (2) on pose z=pa,
y=—pma, on en tirera

a{pa)= 2= [oos—nry = sin (=}

La formule (8) subsistera donc lorsqu'on y rem-
placera u par — . En d'autres termes, on aura,
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pour des valeurs réelles quelconques positives ou
négatives de la variable z,

(9) o (as)=p" [cos. {z 4+ /= sin. {z]=[c(¢)]'-

Si dans cette derniére formule on écrit = au lieu
de z, elle deviendra

(10) @@= pe [coa. (é :) /= sin. (é :)];[c(a)] .
et, si Pon fait ensuite, pour abréger,
() pr=a, L=g,
on trouvera A ‘

(12)  w(2) = 4" [con. bt/ s, ).

Ainsi, toute valeur de = (z) propre a résoudre fa
question proposée sera nécessairement de la forme

A” [cos.b,r -+ 1/-—_1 sin, l)x] ,

A, b désignant deux constantes réelles, dont la
premiére ne pourra étre que positive. Il est dail-
leurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur de
'ar(.z:) vérifie [équation (2), quelle que soit la valeur
du nombre A et celle de la quantité 5. Ce nombre
et cette quantité sont donc des constantes arbitraires.

Cororr4IRE. Dans le cas particulier ou la
fonction @ () doit rester positive entre les limites
x=o0, x=1, on peut, au licu de supposer a trés-
petit, prendre a=1; ct fon conclut alors immé-
diatement des équations (9) et (10) '
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(13) w@=[=]"
3. ProBLEME. Déterminer la _fonction imagi-
naire «(z) de maniére qu'elle reste continue entre
deux limites positives quelconques de la variable =,

et que Lon ait, pour toutes les valeurs positives des
variables z et y,

(3) wlEy=a@~+zQ)
SoLurron. Si, a Paide de la formule

@ (£) = 9e) + X ()Y
on remplace dans I'équation (3) la fonction imagi-
naire @ par les fonctions réelles ¢ et v, puis, que
Ton égale de part et d'autre les parties réelles et les
coefliciens de /=1, on trouvera

P (xy) = @ (x) +P(y),

x (xy) = x (=) + x (9)-
Si de plus on désigne par 4 un nombre quelconque,
et par L la caractéristique des logarithmes dans le

systéme dont la base est 4, on tirera des équations

précédentes [voy. le chapitre V, §. 1., 3. probl.]
¢ ()= (4). L(z),
x(z)=x(4). L(z):
et on en conclura
1) w()=[e()+ x(A);/—'] L(*—')

ou, ce qui revient au méme,
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(x 5) @ (z) = @ (A4).L(=).
1l suit de la formule (14) que toute valeur de =z (z) -

propre & résoudre la question proposée est néces-
sairement d¢ la forme :

(16) w ()= (a+by=)L(z),

a, b désignant deux quantités constantes. Il est dail-
leurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur de
@ () vérifie Téquation (3), quelles que soient les
quantités a et b. Ces quantités sont donc deux cons-
tantes arbitraires.

On peut remarquer que, pour obtenir-la valeur
precedente de = (), il suffit de remplacer, dans la
valeur de @(x) que fournit Féquation (12) du V.*
chapitre [ §. 1.7 ], la constante arbitraire et réelle &
par la constante arbitraire, mais imaginaire,

a+ by=.

Nota. On pourrait arriver trés-simplement & Ié-
quatxon (r 5) de la maniére suivante.

En vertu des formules identiques

l , Lx L
x=A Y y = A 7

Téquation (3) devient
Lx+4-Ly L
= (A )._mA V+w(d”).
Comme dans cette dermere les quantités variables
Lz, Ly admettent des valeurs réelles quelconques
positives ou negatlves‘ il en résulte qu'on aura, pour
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toutes les valeurs réelles possibles des variables »
ety,
(A7) =w (A*)+ = (A”)

On en conclura [voyez le 1. probléme, équat. (6)]
(A7) = 2w (4") = zw (A),
et par suite
@ (A L') =w(4).Lz,
ou, ce qui revient au méme,
@ (r)=w(A). Lz

4.° PROBLEME. Déterminer la fonction imagi-
naire @ (z) de maniére qu’elle reste continue entre
deux limites positives quelconques de la variable =,
et que Pon ait, pour toutes les valeurs positives des
variables z et y,

4) =(ry)=a(x). = (y)

SoruTion. 1 serait facile d'appliquer 4 la solu-
tion de ce probléme une méthode semblable a celle
que nous avons employée pour résoudre le second.
Mais on arrivera plus promptement & la solution
cherchée , sil'on observe qu'en désignant par L la
caractéristique des logarithmes dans le systéme dont

la base est 4 on peut mettre I'équation (4) sous la_
forme '

@ (A" =@ (A4%). = (4").

Comme dans cette derniére équation les quantités
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variables Lz, Ly admettent des valeurs réelles
quelconques positives ou négatives, il en résulte
qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles
des variables z et y,

(A7) =a(4").=(4%).

‘On en conclura, en représentant par « un nombre
trés - petit, et remplacant dans I'équation (10) du -
second probléme @ (z) par = (47),

@ (A7) =[a(4")]".

On trouvera par suite -

" (A¥) =[w(47)]

ou, ce qui revient au méme,

Lx
(17) @@ =[a4)]".

Il est essentiel d’observer que la fonction imagi-
naire @ (A"), et par conséquent sa partie réelle
(A7), se réduisent a ['unité pour z=o0; ou, en
d’autres termes, que la fonction imaginaire = (z) et
sa partie réelle @ () se réduisent a Tunité pour
x=1. Cest ce que T'on peut démontrer directe-
ment, en prenant dans I'équation (4)

Lx
s
’

r=A4A°"=1.

Quant au nombre a, il doit seulement étre assez
petit pour que la partie réelle de la fonction imagi-
naire @ (A”) reste constamment positive entre les
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limites z=0 , z=a. Cette condition étant remplie;
Ia partie réelle de Pexpression imaginaire

@ (4°) = §(4%) + x(4). 1/_

sera elle-méme positive; et par sute, i Fon falt ‘
VIS AT §=mng xay
on aura |

@'(A ) f[cos {-ﬁ- —1 sin, C]

Cela posé, Téquation (17) deviendra
’G’(.I,‘) =p l—“z[cos(—z-Lx')+ —i sin.(——z- Lx)]
=z [cos (f Lx) —y/~1sin, (—i L.z‘)] )

En vertu de cette dermere equatlon toute valeur
de @ (x) propre & résoudre la question proposée
sera nécessairement de la forme. A

(19) 'a'(.z:) =x* [cfas. (bL.Z‘) -+ V:Tsin.(be)] ,

a; b désignant'deux quantités constantes. Il estaisé,
de plus, de s'assurer que ces deux quantités cons-
tantes doivent demeurer entiérement arbitraires.

(18)

TOM. 1. $
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CHAPITRE IX

Des Serws cmagmaare.s convergentes et dwergentes
Sommation de quelques Series ¢ fmaginaires con-

“ vergentes, Notations er)yrloym pour npresmtcr
quelques Fonctions imaginaires auxquelles on
se trouve conduit par la sommatzoh de ce! mémes
Series. - ~ ~

& l °x Conszderatzons generala sur les Senes

maagcmu.

So1ENT respectwement . .

() Py Pos p‘, cee Pus &eilll,
, (2) g,y 9. ‘q,,A...q.,,,‘ &e....,
deux séries réelles. Lia suite des expressions imagi-
naires , S
3) Fo+9o/—'??, P:—Hﬂ/zﬁ, r,;!—q,' _',", - 1;,-‘!-q.1/——x;‘&c—
formera ce quon appelle une série zmagmazre.

Soit, de plus, = )

(4) sn b (P°+q°1/_-_‘)+(}’ x+q x)/:)""""" (Pu-x+qu-:l/:}
= (P°+px+' . ’*Pu—:)'h(q°+qx+' . '+qu—|) V -t
Ja somme des » premiers termes de cette série.

Selon que, pour des valeurs croissantes de n, s,
convergera ou non vers une limite fixe, on dira que
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 In sdrie (3) est convergente et qu'elle & pour somme
cette limite, ou bien qw ‘elle est diverygenteiet n'a
pas de somme. Le premier cas aura -évidemment
lieu, s: les deux sommes

S PePi i Py,
Qo+ i toeees + Qo

conv: clles- méties , pour des valeurs crois-
santes de 7, vers des limites fixes; et le second, dans
la supposition contraife. En d’ autres termes, fa
sétie (3) sera toujourd.convergente en méme temps
que les séries réelles (1) et (2). Si ces derniéres, ou
Pune delles seulement, deviennent divergentes, la
sérié. (3) le sera également.

Dans tous les cas possibles, le.terme de la série
(3) qui correspond a Pindice #, savoir, -

Pu+ 4.V~
est ce qu'on nomme son fermé général. _
L'une des séries imaginaires les plus simples est
celle qu'on obtient en attribuant & la variable =,
dans la progression géométrique

/4

l' 3'; w' oo x’ &e.. (¥

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer. Ies
idées , que T'on fasse

x""z(cos 9+/17s1n 9),

z desrgnant une nouvelle variable supposée réeﬂe, ~

et 6 un arc réel. La progression géométrique dont
il sagit deviendra

*

s
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. ( ) . 1, 2(cop. 9+;/-x sin. Q.)?z (cos. so-i-‘/-xlm 20). o
'(ros Y] +/.., sin. nf), &c., .

Pour obtenlr l’equatlon qul determme Ia ‘somme des

n premiers termes de la série precedente , il suffit

de remplacer' z par 'z (cos.9+ ;/-—--' sin: 0) dans Ia
formule -

- 2 . - | I . x* R
TI+Z+T +. "+x" = ——— — —
. § . ‘-:

On trouve de cette maniére S
_ & +z(cos §-+ /= sin. 9)+5“(coo.:0+/7-‘; sin. ze)+ .
: cee ==3""" [cos. (u—l)os-l- —1 sin. (u—r)a]

Ol v

T 2" (cos. n9+1/_. sin.nj)
T 1—3(cos. 9-’-;/_; sin.f)  1—z(cos.)—t-y —i 8in. 9)- 3

‘et, éomine, pour des valeurs croissantes de n, le
module de I'expression i lmagmalre . '

2" (cos. n} —+ /= sin. nf)

1—z €os. f— 5 sin. f.y/=z '

savoir , -
=+ 2"

Ni-

(1—22cos. § + 5°)

converge vers la limite. zéro, ou croit au-dela de
toute limite , suivant qu'on suppose la valeur nu-
mérique de z inférieure ou supérieure & Funité, on
doit conclure de T'équation (6) que la série (5) est,
dans la premiére hypothése , une. sérig, convergente
qui a pour somme _

1 .
1~ COB. §=~z sin.f§, =z '
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et, dans la seconde hypothése, une série dwergente
qui-na plus de somme.

Ld somme dune série lmagman'e convergente
s'indique , “comme si la série était réelle, par la
somme de ses. premlcrs termes, ‘suivie dun &e...

Cela posé, si 'on appelle s la somme de la série
(3) supposée convergente, et'que dans la formule
(4) on fasse croitre r mdeﬁmment on trouvera, en
passant, aux limites, '

(7> 8= (Potgoy/ =1 (P .+ 01y T (P, +0./ ) + &e.
= (po-tp, -H',-l-&c -)+ (got+q,+g,+&e.. . )y/=i!

Der méme, lorsqu’on supposera la valeur numérique
de 2 inférieure & I'unité, on tirera de I'équation (6)
en faisant croitre » au-dela de toute limite assi-

gnable , : .

1+3.(cos.§ 4/ sm.e)—}-,z’(cos 2§/ =5 sin.2f) +&c...

(8) . 1 __ 1—3¢0s.0— 3 sin. 91/:

T r—zcos.f—zsin.f.y =1 - 1—23c0s.{—+3*

.En vertu de la formule (7), le »p,remler membre de-
Péquation (8) peut étre présenté sous la forme sui-
_vante

: (t+z cos. 9+z’éo§.~20+&c )4 (zsin.f+-2z*sin.20+&e...) /.

-On aura donc, pour-des valeurs numériques de 3
mferleures a lumte ,

(|+z cos. 9—{—3 cos. zo—l—&p )+(~sm 0—|—z sin. zo+&c )/-
(9) ' — 1—2 cos.{. + . zsing§ }/-__;.

1—-zzcos [ A(—;zcos.e—l—-z‘

.

On en conclura e et b
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+3scos.4+5%cos. Sces. == tin . I '
(lo) 1-42¢08.4+2>cos.1{4-27ces. 3.0-0-&0 ;m {ml}
© sein st sin.agratein st m N0 USSR )
. ) ’ 3 T 1~32c08, o+s ' .
‘Ainsi fa. substitution d'une valeur mmgmmda >
dans Ip progression geometnque

1, z, =, ...2%, &c....
suffit pour conduire 4 la sommation des deux séries

( >S 1, 3eos.0, z°cos.20, ... z"cos.nf, &e...
Il

l zsin.B, z%in.20, ... z"siw.nb, &ec...
toutes les fois que la variable  reste comprise entre
les limites .
Td=—1, z =<1,

cest-a-dlre toutes les fois que ces deux séries sont
convergentes.

Les premiers membres des équations (10) étant
[en vertu du 1.** théoréme, chapitre VI, §. 1.}
fonctions continues de la variable z, daps le voisi-
nage de toute valeur particuliére comprise entre les
limites s=—1, z==-+1; le premier membre de
T'équation (9) sera lui-méme, dans le voisinage d'une
semblable valeur, fonction continue de . Or, ce
premler membre n'est autre chose que la somme de
fa série (5) dont les différens termes restent fonc-
tions continues de z entre des limites quelcohgues.
En generahsant la remarque qu'on vxeni de faxrc,
on obtient la proposition suwante. BRCRIESEIP RN

N
s
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- 1. THROBEME. Lorsqye les differens termes de
| la série (3) sont des ﬁmctzon.s d'une méme variable
z, continues par. rapport a cette variable dans le
voisinage d’yne valexr particuliére pour laquelle
cetts sqrie ast convergente, la somme s de lg série
est aussi, dans le voisinage de cette valeur parti-
culiére, fonction continue de z.
DEmonsTrarion. En effet, dans le vaisinage
de la valeur particuli¢re attribuée 3 la variable z,
la série (3) ne peut étre convergente et avoir pour
ses différens termes des fonctions continues de z,
qu'autant que les séries réelles (1) et (2) jouissent
Tune ¢t Tautre des mémes propriétés : or, dans cette
hypothése chacune des sommes

P.+ P, +p‘+&c.... )

A A A
étant [ en vertu du 1.* théoréme, chap. VI, §. 1.5 ]
fonction continue de la variable z, il en résulte que
Ia somme de la série (3), savoir,
s=(pAp+p,+&e.. )+ (qg, g+ &e. Yy
sera aussi fonction continue de cette variable.

Supposons maintenant que 'on désigne par

Por Pis Pud &e..... |
les modules des différens termes de la série (3);
et par
copfaty/ = ﬂueg, cos., "“‘fn‘,‘_‘ ._gqs.ﬁ,f‘/: sin., ‘f&e'ﬁ



980 ¢oURS I ANALYSE.
'les expressions réduites correspondantes en sérte
qu on ajt generalement 2

Pn -+ q"‘/--— =p, (cos.e,,+ '/-:sin. e,,)
La serie (3) deviendra

( ) .Po(cof en+1/—l sin, °o)l .P; (cos.0, +‘/:-—xllno ),

12

P, (cos. 9,+‘/—. 8in.0, ) oo P, (€089, 4/= sin. 9,),

et i’on ‘pourra ordinairement décider si cette: série
est convergente ou divergente, aTaide du théoréme
que je vais_ énoncer.

9.* THEOREME. C/zerchez la limite ou les limites
vers lesqualles converge, tandzs que n croit indé-

finiment, I e.rpresszon ( ) ) Suivant que lg plus
grande de ces limites sera inférieure on supérieure
“a Vunité, la série (3) sera convergente ou diver-

g‘ente. .
DEMONSTRATION. Considérons dabord le cas

o les plus grandes valeurs de lexpressnon(p,,) -
convergent, tandis que 7 croit indéfiniment, vers
une limite inférieure & Punité. Dans ce cas, la série -

(13) f"’ P> ft’ :"fu’ &c

étant convergente[chap I, § 2, 1.7 theoreme]
les séries -

(14)¢

Po 088, , _p, c0s.9,, p, cos.0, ) oeee P cos.f, , &c .
.PD sm' oo H -Pl Bm e] ) .P‘ ‘in 9. ) e .P:’in’-O., w"l . N
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Ie seront également [ chap. VI, §. 3, 4. théoréme];

‘et Ia convergence de ces derniéres entrainera celle.

de la série (12), qui n'est que la série (3) présentée
sous une autre forme.

Supposons’ en second lieu que, pour des valeurs

croissantes de 7, les plus grandes valeurs de (f,,)-‘.
convergent vers une limite supérieure a l'unité.
Dans cette hypothése on prouvera, par un raison-
nement semblable a celui que nous avons employé
dans le V1. chapitre [ §. 2, 1.” théoréme], que les
plus grandes valeurs du module -

po= (P +4.)"

croissent avec 7 au-dela de toute limite, ce qui ne
peut étre vrai quautant que les plus grandes valeurs
des deux quantités p_, ¢,, ou au moins de I'une
d’entre elles, croissent de méme indéfiniment. Or,
comme ces deux quantités sont les termes généraux
des séries (1) et (2), on doit conclure que de. ces
deux séries, 'une au moins est divergente; ce qui
suffit pour assurer la divergence de la série ( 3).

. ScHOLIE 1.7 Le théoréme qu'on vient d'établir
-ne laisse d’incertitude sur la com"ergence ou h
divergence d'une série imaginaire que dans le cas
partlcuher ou la limite des plus grandes valeurs de

(p,)" .devient égale a Tunité. Dans ce cas particu-
lier il n'est pas toujours facile de dccrdqr la ques:
tion. Toutefois on peut aflirmer que,, si la série (13)
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est convergente, les séries (1 §) et par suite la sérid
(x z) le seront pareillement. La mc!proque n'est pas
viaie et il poumut arriver qus, [a série (12) restant
convergente, la série (13) fat dlvergente Ainsi, par
exemple, ai {on suppose

.h:n+l’ @+_)W’

on obtiendra, 4 Ja place des séries (12) et (13), fes
deux suivantes

'V:,_% q,+%yq;—%¢:,&uf
1 1
I, PR _;' ) . ’Z ’ &e... ’
dont la seconde est divergente, tandis que la pre-
micre reste. convergente, et a pour somme

V=i l(2),
! désignant la caractemstxque des logarithmes né-
périens.
ScHOLIE 2.* Lorsque, pour des valeurs erois-
santes de z, le rapport

‘ Puss
’ Pa

sapproche indéfiniment d'une limite fixe, cette
fimite est également ceﬂe vers laquelfe convergent

les plus grandes valeurs de T'expression ( f,,)

“Le '§.* théoréme du 3. paragraphe [chap VI] est
évidemment apphcable aux sérics lmagmiures aussi
bien qu'aux séries réelles. Quant au théoréme 6.° du
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méme pamgraphe on doit, lorsqu'il est question
de séries imaginaires , le remplacer par le suivant.

, 3. Taﬁoﬁm: Soient
u,, U,y Uy ooe.. u,, &coo..,
(ls){ | -

Voy Uiy Vs ceeen ¥, &e....,

deux séries convergentes, mais imaginaires , qut

dient respectivement pour sommes s et s Si cha-
cune de ces séries reste convergente lorsqu’'on re-
duit ses différens termes & leurs modules respectifs,

cof

YVoy UV, U, Vyy UV, UV, UV, ...

e WY, V.U, U, &C.

sera une nouvelle série convergente zmagmazre ,
qui aura pour somme ss'.
 DEMONSTRATION. Désignons respectivement
par s,, 5, les sommes des » premiers termes des
deux séries (1), et par s," la somme des » premiers
termes de la série (16). On trouvera

5,8, =S8, =U, VY, + (U ¥y, + U, , Vpo) e’

l n—-1t

oo (U VU VAU, U, )

Désignons encore par p, et p,’ les modules des
expressions imaginaires ¢, et v,, en sorfe que ces
expressions soient déterminées par des e'quatjons de
Ia forme

u .__.f,, (cas9 +1/mn sm.ﬂ )
v, ._.f,,(cos,e -h])'-l sxn.e )

’
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: Les séries réelles = , o
ﬁo; .:qu" f,, e f,’, &c..,.." s
f';" f'l’ flxi LR ] f'?) &Coc . c~

étant conifergentes par. h.y'pot'hése ‘on en conclura,

comme dans le chapitre VI [§ 3, 6.° theoréme]

que la somme

fa—lfn-x (fn-xf,,-;"‘f,,_,f,,_,)-l-.........
vene (i fiPan i Pl PP )

converge , pour des valeurs -croissantes de 2, yers
Ia. limite zéro. I en sera de méme a jbrtzorz des
deux spmmes

f,_,,o...-..cos-(e,.-.'+9',,_,) i - ST
~+ [\Px-l ﬂu—c cos. (en—l'.' 9’ n:-:) + fu—z .P"n—x cos. (eu—:+¢hx)]

ot [P Py €08.(8ps +0 ) Py £ 005 (B ) A e
oo Py P €08, (0,48 ) + 2y Py c08. (8, + 6, 20)]
et L
Prier F e 810 (0, 4+ 6 )
+ [J’. - ﬁ"....; sin. (9,,-,+9' piz ) Pz P p SIDL (9,-,-'1—9}..)]

+[-P)I—I \P m (oﬂﬁﬂl +e I)+-Pll—lspl s‘“ (on-1+9 )+
o By P 0.0, )42, By i (0 0._:)].

dont la premiére represente evrdemment Ia pal‘tle
réelle de lexpresslon imaginaire

.'8,'8,, [Ramns s.". ,'
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tandis que la seconde représente le coefﬁcient de
¥/—+. dans cette expression. Par suite, -5,
‘eonvergera aussi, pour des valeurs cr01ssantes de
n, vers la limite zéro : et, comme s,s,’ sapproche
indéfiniment de la limite ss', il faudra de toute
nécessité que Pexpression s,", cest-a-dire, la somme
des n premiers termes de la série (16), sapproche
elle-méme indéfiniment de cette derniére limite. H
en résulte, 1.° que la série (16) est convergente,
2.° que cette série convergente a pour somme ss'.

§. 2. Des Séries imaginaires ordonriées suivant les
puissances ascendantes et entieres d’une variable.

Soit z une varlable lmagmalre Toute série ima-
ginaire ordonnée suivant les puissances ascendantes
et entiéres de la variable z sera de la forme

. a,+ by, (a +b, /:T)x, (a,+0, ;/—:).z',...
ceereennnes (a, +b V)", &l

a,, a,, a, .. a,, &c....; 5,5, b‘ .. b,, &ec.,.,

- désignant deux suites de quantités constantes. Dans
fe cas ou les constantes de la secondé suite s'éva-
‘nouxssent la série precédente se réduit a

() a,,ax,a.z‘,....ax,&c...

Nous considérerons. en particulier dans ce para-
graphe les séries de cette derniére espece. Sl pour
"plus' de commodité, {on pose
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(2) & 22 £ (0030 - /51 sin. B)

. b

3 designant une_variable réefle et § un a,rc reel Ia
Jsérie (1) déviendra

. ay; ;3 (808§ /=] sinB), a,s‘(cu th-'/... lh.im..
(3) i &, 8" (tos. nB-'-V’_; sin.nf); &c..... :

Soit maintenant , comme dans le chapitre VI

[§- 4], A 1a plus grande des limites vers lesquellas

converge, tandis que 2 croit indéfiniment, la racine

n." de la valeur numérique de a,. La plus grande

des limites , vers lcsqueiles convergera dans la méme

'.A_hypotbese la racine 7.”* du module de I expresolon
imaginaire :

a,z" = a, 5" (cos. n + /= sin. n6),
sera équivalente & Ia valéur numérique du produit
Az; |
‘et én conséquiente[voy. ci-dessusle. 1., 2.¢ fﬁé&'r.]
la série ( 3) sera convergente ‘ou diVergente suivant
que le prodult Az aura une valeur numerlque mfg-

tieure ou superleure a Punité. On déduit lmmedla-
“tement de cette remarque la proposmon sulvante.

1." THEOREME. La série (3) est convergente
pour toutes les valeurs de z comprzses entre les
lzm:lec i

" . S ]
y =g,

R

et dzber}ente' poicr’ laul;s les valours.de 3 éitudes
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Aors des mémes limites. En d autres termes, la
série (1) est coﬂvergente ou divergente suivant que
le module de I e.zpresswn :magmawe z est zryéneur

on supérieur a .
ScaoLre. Lorsque la valeur numérique du rap-
port —=r1 converge , pour des valeurs croissantes

de », vers une limite fixe, cette limite est précisé-
ment la valeur de la quantité positive désignée par
A. -
CoroLLAIRE 1" En comparant le théoréme pré-
cédent au 1. théoréme du chapitre VI[§. 4], on
Teconnaitra que, si la série (1) est convergente pour
une certaine valeur réelle de la variable z, elle
demeurera convergente pour toute valeur imagi-
naire dont cette valeur réelle serait, au s15ne prés,
le module. Par smte si la série (1) est convergente
pour toutes les valeurs réelles de la variable z, elle
restera convergente, quelle que soit la valeur ima-
ginaire que {on attribuea cette variable.
' CoroLLAIRE 2. Pour appliquer le premier théo-
réme et le précedent corolian'e conﬂderons les
quatre séries’

(4) I, I, .’l“, veee %, &e.oll g

- ) (pmt1)
(s) 1, &= M:‘fz ',)x’,..#(”l.z)'s(f.” ')x,&c\.,
z =* x :
(6) I, ";'9 T2 ' “3 &0..,
. ,l . n
(7) X, M=y ---i':-%—, &c....;
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p. désignant dans la seconde une quantité quel-
conque. De ces quatre séries les deux premiéres,
-ainsi que la derniére, restent convergerites pour
toutes les valeurs réelles de = comprises entre les
limites o

r=—1,x=+1,

et la troisiéme pour des valeurs réelles queléonques
de la variable x. Mais si, au lieu d'attribuer & %
une valeur réelle, on suppose -

‘ '.t:.é(oose-l-}/;—:sin 9)

.ﬁ la piace de ces quatre séries, on obtxendu le;
.suivantes

".(8>

; 1, z(cu 9+/ Tsin.0), =* (coa zO—i—/-; sin, zO). eea
. " (cos n9+¢:s:n ne) &e..

: 1, — z(coa.6+f:Isin.9) , .’_‘E&—_'_) z’(cos.zO-q—VZ?im.zO) '
;)

”("‘T'z 3(‘ iy '(cosnO-}—/I{sm n9), oo
. z(cos 0+‘/—; sin. 9] z*(cos. zO-—l-‘/... sin. 29)
(‘0) o
z" (cos n0+1/_., sin.nf) | &e....

1.2.3. .
z (cos.0—+1/= sin. 9) z‘ (cos zG-‘-{-/Zsin. 28)
s 1 2 -7
(1)
l ' "(cosn9+1/.'_'.'smn0) &c ,

n

dont les deux premiéres et la.derniére resteront
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_ eonvergentes pour toutes les valeurs de z comprxses
. entre les limites

Szmam 1, B Iy

~

- tandis que avant-derniére sera touyours conver-
. gente, quelle que soit. la valeur réelle de z: -+ =

.+ Apreés avoir fixéleslimites, entﬂé’lésqueﬂés il faut
renfermer 3 pourirendre la série (3) dohvergente'

nous ferons remarquer’ qu'en vertu -des - principes
établis dans le paragraphe précédent les théorémes
3., 4. et 5.* du-chapitre VI[§: 4 ], avecleurs co-
rollaires, peuvent -étre-étendus au cas ol la varinble
zdevient i lmagmau'e. ‘On.devra seulement admettre,

dans{'énoucé du 4. “théoréme, que chacune des séries

. R A
a, azx, a.c,&c
6.,bx,bx, &c...

reste convergente lorsqu'on réduit ses différens
termes non plus & leurs valeurs numerlques , mais
a leurs modules respeciifs.’ Celsi posé, si Fon d ésigne
par 7w (w) ce que devient'lé' second membre de
Féquation (1 5) [chap VI, §. 4], lorsqu on attribue
dx la va{eun lmagmau'e ,

(oos 9+ }/—l sm 9)

.ou, en,dautres termes-, i Pon fait

on'(,u)--x—i— —-z(cos 9+/_.sxn 9)
(12) e :
+ .4‘-;(/‘%2- 3* (cos. 20 /3 sin. 2 §) +~ &..,

Tox. 1. T
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on trouvera, au liou de la formule 16) [dup VE,
§ 4], la suivante

(1) wlm) w{R) = o (mw).

Il est essentiel, de vemarquer que cette derniére
formule subsistera uniquement pour les valeurs de
z comprises eptre les limites 2=—1, z==1,
et qu'entre ces limites la fonction imaginaire w (),
" €'est-d~dire, {a somme de la série (9) sera en méme
' ftemps continue par rapport & 7 et par rapport . ap
[ voyez-oi-dessus le §. 14 1.7 théoréme].
Concevons a.présent qu'au lien de la sére(g) on
,eﬂnsidém,génémlement-ila; wérie. (3), et que dans
.eette derniére on fasse varier inwaleur de apardegrés
insensibles. Tant que la_série (3) sera convergente, '
cest-d-dire , tant que la valeur de = restera comprisc
entre les limites - - e e

~
T somme'd'e Ia .serxe sera yue fonction. imqgii}ai;e
continue de Ia variable . Seit ﬁr.(z) cette. fenc-tmni
continue. equatmn : : .

@ (3) = a,+-a,2(cos.f +‘/_'.—xvsin..9):—i~a;;z“ (co;: 33 ~+— vV :—T sin. 2 )

N

~+ &e....s v
* subsistera pour toutes les \ta{eurs de .z renformées
entre les limites ——-, +—; ce que nous indi-

querons en écrivant ces Iumtes & coté de lamm 5
A
. conHne on le woit ki ;. :

t
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z) =8, +a,z(cos. § + /= sin.H¥ 1=—2
(o)~ b/ g 2

-+ a,3" {c0s, 284/ sin.aR)t-Bie Py 4 -

Vn dvit obsciver que Téquation précédente qui-
vaut toujours & deux équatxons ree'ﬂes. En eﬂ'ét , 8
Tom pose. . - :

(a5 . ) =)l

(%) é X( 2) désighaiit deux fonctmns ree'ﬂes th
tirera de lequatlon (r4)" h

P () =a,+d, 3 ‘cos B+ @, 2" cos. 28 %Q&c,.. ,

MY - . . .
A _ﬂi-::‘: 1 o P | e

5-<.6)§ S

- ' (z) azsme-f-azsm 29-‘-&3

Lmsque Ia série (3) est donnée, on peut quel-
quefois en déduire la valeur de’ ia fonction = ()
sous forme finie; et cest I3 cc quion’ appelle sommey
la série. Nous avons de'a dans le 1. Paragraphe,
résolu cette question pour la série (8). Nous alions -
maintenant chercher & la. résoudre pour les séries
{9), (lo) (11); et en conséquence nous traiterens
Pun apreés Pautre les trois Rrob{emcs qui suivent.

1.” PROBLEME. 'Trouver la somme de la série .

(9> s noT z(cos 9+V— sin, 9), "?ul Y 2*(cos. 29+V_, sin.2f),

I&‘c .......

dans le cas ou l’on attribue & la variable = une
valeur comprzse entre les limites

*

T
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3=—1, s=-+1.

SoLUTION. Soit @ (un) la somme cherchée. En
deslgnunt -par u' une quantité réelle différente de
pc, on trouvera

(13) FWER)=w@+rw)
L'équation précédente, étant semblable a 'équation
(2) du chapitre VI [§. 5 ], se resoudra de la méme

‘maniére ; et fon en conclura

@ (@) = 7" [cos. mit+ /:sm.,u-t]

le module r et langle ¢ étant deux quantités cons-
tantes par rapport & «, mais qui dépendent néces-
sairement de z et de 8. On aura donc, entre les
[imite8 2 =—1, z2=1,

l+—— (cose-i-‘/-—l sme)

(l7> Mz’(cos. 29 -+ ‘/:-T sin. 29) -+ &e...
= r"[cos pt 4= ~/-—l sin, [&t]

-Pour déterminer les valeurs inconnues de et de ¢,
on fera dans I'équation (17) w=1, et I'on en tirera

1+5 C(;S.e + 'Z,’Sin.e . /: = rcos,?q. rsin.t. V_.T .
ou, ce qui revient au méme,
I+ 3cos. 0 = rcos. l,
5 sin. 0 = rsin. ¢.

On trouvera par suite
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’ X
r=(1 +2Zcos.e—|-z’)";

12 cos: §
—

_pms » en observant que cos.f= - reste

posltlf pour toute valeur numérique de z inférieure
& Punité , et désignant par £ un-nombre-entier quel-
. ¢conque, e

z 8in.§

—— = 2k
1=+ 3 cos. §

¢ = arc tang.
' Cela pesé, si T'on fait, pour abréger,

(18) 's-_—_arctang ‘—_:_5;%279—,

l’équatlon (17) devrendm

‘ 1+ s(congy T sing) - EETD 2conpriySisinaf)

l =(1422 cos.0+z’)%" [cos.ppt 4+ /i sin.pet],
Ia valeur de ¢ étant déterminée par la formule
-(zo) t=sx2km, '

dans laquelle Ic nombre entier £ ne peut dépendre
que des quantltes z et .

. Remarquons a présent que le premier ‘membre
de T'équation (19) est, entre les limites z3=— 1,
z=-+1, une fonction continue de 5, qui varie avec
% par degrés.insensibles, quelle que soit fa valeur
dé m. Le second membre de 'équation devra done
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jouir de la méme propriété ou, en d’ autres termes,
es quantltes

) ( 1 '}Zl- 2% cos. § z‘)‘s cos,ut,

- ) '6: - ”ODS.Q".Q!' ﬂ”')"lill-‘[bt.;
et par conséquent les suivantes
cas, mt, sin. we

devront varier avee. 7 par degrés insewsibles, pour
- toutes les valeurs possibles de u. Or, cette condi-
tion ne peut étre remplie que dans le cas ou ¢ lui-
. méme varie avec 5 par degrés insensibles. En effet,
si un accroissement infiniment petit de z produisait
wn accroissement fini de ¢, de maniére & changer ¢
.ent+a, a desrgnant une quantlte finie, les cosinus
et sinus des. deux arcs

Wt , p(t+a)

ne poyrraient demeurer scnsiblement égaux, qu'au-
tant que la valeur numérique du produit e serait
3 trés-peu prés un multiple' de la circonférence , ce
qul ne peut étre vrai que pour des valeurs partlcu-
lires du coefficient w, et non pas généralement

our des valeurs finies quelconques de ce coeffi-
cient. On doit donc conclure que Yarc t=s*t2kn
est fonction continue de z; et, comme des deux
quantités s, &, fa premiére, déterminée par Téqua~
tion (18), varie avec z dune mdniére continwe entre

les bimites z3v— ¥, 335-+1, tamdis que fn aacondo-.
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msujettie a rester toujours entiére, n'admet que des
variations finies Cune ou de plusieurs umnités, it est
clair que, pour satisfaire a la condition énoncée, Ia
quantité s devra varier toute seule, et fa quantité
k demeurer constante. Cette derniére quantité sera
donc indépendante de z, et, pour en connaitre la
valeur dans tous fes cas possibles, il suffira de la
thercher en supposant s=o. Comme on a dans
tette hypothése s=z0, #==x 2 k7, on.tirera de

Téquation (19)
1 = cod. (2kum) & /=1 sin. (2kuw),
quelle que soit Ja valeur de 4, et par suite
' b= o. '
Cela posé , la formule (20) donnera généralement
t=s,

o l'equatxon (xg) se trouvera réduite & '

" -

: ; - - ros.J—+/ =< sin.f)+ ”——-———(:‘ " ')s‘(cmze-h‘:. sin. 2{)
Y] Z=m—1
‘-‘l'),-l-&c D E T T PPN weereaans {’#;H}

( =(1+ zzeos.9+z‘)':7"(cos./43+‘/: sin. ps).

e plus, si Pon a égard a la formule (27) du cha-
itre VIL [ §. 4], on reconnaitra facilement que le
«wond membre de I'équation (21) peut étre repré-
nté par la‘notation

[x +z(m9+/—x sin. 9)]
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On aurg: dosic;.cn supposant toujours la. valeur de
z campuse entre les limites — 1 et + 1,

'_ -+ ‘?’Z(QOS'O,-H/—_: sin_‘ﬂ) + /i-(l—"-"—) z’(col'.zo-i'-/:'; sin.20)

= [x+z(cos 8 =+ /=7 sin. 1.

En d’autl es termes, ‘Téquation (zo) du chapltre \L
[§ 4], savoir,

;w /‘(ﬂ -)

ke x+&c.=(l+.r)

shbsistera, nonéseu!ement si Pon attribue & Ia va-
riable 2 des valeurs réelles comprises entre les
"{imites — 1, + 1, mais encore si 'on fait

z = z(cos.e -+ ‘/:sin.e) ,
la valeur numérique de z étant inférieure a I'unité..

CoroLLAIRE 1.*” La formule (21), comme toutes
fes équations 1magmalres équivaut & ® deux équa-
" tions réelles, qu'on obtient en égalant de part et

d’autre les parties réclles et les coeﬂicicns de y—.
On trouvera de-cette maniéref -

P

1 -+-——zcos0+"-‘-(’u——?

z* cos. zﬂ-i-&c.. .

=(|+ucos.0+z‘)?“cos.pa, ’=_"

s==+|£

{23) ;

£ - in, 9+/4(/t ) .

z smzo-t-&c..

= (r4-.az cos;9+z'.)3" g s,



1."™ PARTIE. CHAP. IX. 297
ld valeur de s étant toujours. déterminée pa.r l'equa-
tion (r 8) \
‘CoroLLAIRE 2. Si dans les formules (22) et (23)
on pose u=—1, et que lon y remplace z par —3,
on obtiendra les equatlons (8) et (10) du 1. paragr.

CoroLr4IRE 3. Si Ton suppose §==-, qu, ce

qm revient au meme,
cos.e;o, _sin.ez I,
la valeur de s, donnée par la formule(18), deviendra
$§ == arctang. 3, -

. . o s . ' v
et restera comprise entre les limites — =, + -
pour -toute valeur numérique de z inférieure a
Tunité. Dans la méme hypothése, on aura évidem-
ment

" sin. s

5 = tang. § =

[ cos.s '’

lt

(l +2gcos0+z) - (se'c.s ’=-—-—-l-——-

(cos. s)
i et Ton tirera des équations (z 3), mais seulement

pour les valeurs de s comprises entre les Ixmltes
dont il sagit,

m—1 A-2 . 2
€o8. M s == cos. “s— "-‘—(‘——2 cos. s.sin. 8
o2

+#('u;-:)(:‘—z,);w—;)c&s."'*s.sin.*:"“" ’E-:l '
(24) 2.3,

sin, ps = * cos,"_' s -sin. & . " +’)
1

Mcu“’:m J+&c .
\ 1.3,
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Par conséquent, si dans les formules (12 du, VIL*
chapltre [§. 2] on remplace e nombre entier m: per
une quaptitq q'uelconqup 4, cesformules, gpx avaient
lieu pour toutes les valeurs réelles possibles. de T'arc
" &, e seranf ;plus vraies gépéi'a{ement que pow des
valeurs numemq_ues de cet, arc inférigures a—‘t—

9.¢ PROBLEME. Trouver la samme. de la série
1, % (cos. et/ =1 sind), -;f-; (cos. 28 1/.'_",sin. 28),

‘.(!0)_

quelle que soit la valeur numérique de z.

SoLuTron. Si'dans les 'éq-uations (r 8)etfzr)on
»remplace zpar az, et p par o, @ désignant une
-quantlté infiniment petlte, on trouvera, pour toutes
les valeurs de ¢z comprises entre les limites —1,
+1, ou, ce qui revient au méme, pour toutes les
valeurs de z comprises entre les limites

&e....,

. - ';"' ) -+ 'i‘ ’
e ooy ) - (osaly/ sineaB (1)

+l—_z-;.-5-(cos.;Q—i—-;/ZTsin.ge)(‘_4)(,__‘3‘0
L SO

1
- - s .S
{ = (1 + 22z cos.§ - &* 2% 2s (cos.;wh W~ sin. —;),

Farc s étant déterminé per I formule
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. ‘etz sin. §
(‘6) $ = arc tang. 1 ~azcos.f ° .
Si maintenant on fait décroitre indéfiniment dans
I'équatien (25) fa valeur numérique de «, on trou-
vera, en passant aux Nmites,

1 +~(cos°+-/—_xaln 9)+—(cos zOvi-,/'L—.sm 19)

(27) (cos 30-«-;/“3111 30) +&e....., {z=—°°}

3=+400
= lim, [(H-zmzcos 9+d"‘) za (cos —+1/...x sin. —)]
I reste a chercher la Ilmlte du prodmt
..'(x'—o-zaz cos.Q_—l—d.'Z') 2 (cos. =+ ,_/—- sin. %),

et par conséquent celfe de chacune des quantités -

{142 c 2.cos. +¢,‘-z’)?‘"-:, =,
Or, en prem}ér Iiéu, si Pon fait
2da,zc08.0 +-2"2" =G,
on en conclura

_ zces.f4 2 "
(1+2azcos.f + ab‘z’) ELR (1+C)

' et par suite
' lim. (z cos. 9+—-)
lim. (x+z¢zcoﬂ+¢‘z‘) o= [M (148) a] . .

= evcos 0‘.-‘ .



- 300 .COURS D'ANALYSE.
De plus, la valeur de s donnée par, 'équation (26)
étant infiniment petite , le rapport

8

' tang: s = an s)

* aura pour limite I'unité; et, comme on tire de I'é-

Cos. §

quation (26) , .
: tang.s z sin.§
a — 14azcos.§ ?
s s z sin.§

« — tang.s " 1-dzcos ’

on trouvera, en passant aux limites,

lim. (_) = 2 sin. 0.

Cela posé, il .est clair que le second ‘membre de Fé-
quation (2 5) aura pour limite I'expression imaginaire
e* st [ cos. (i';sin 8)=+ /=1 s‘in (#sin. 9)] ,

en sorte que la formule (27) devxendra

[ — (cos 8+ /=3sin.0) + —_ (cos 20+ 1/_.. sm.2§) -

(28) A i it eieciat et et ia i eenaes {::=—°°§

..cose

=e [cos. ( sin.8) ~+ /= sin. (z sin.§) ]

la valeur de la variable réelle z étant complétetqept
arbitraire, puisqu'elle peut étre choisie a volonté
entre les valeurs extrémes 3—=— 00, 2=+ 0.
COoROLLAIRE 1.*" Si, en comparant les deux
membres de I'équation (28), on égale de part et
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d'autre 1.° les parties réelles, 2.° les coefficiens de
3/=1, on obtiendra les deux équutmns reel!es ’

Vo
a

I +—cos.9-|-——cos.20+&c ves

— ezcosO

(29)(

cos.(z sin. §), ' ;::::}

—:1- sin.e_-i--;—:sin.ze—i-&c....

3

{ :_':.e““osm (z sin. 0)

COROLLAIRE 2. Si lon supposeze_——, ou, ce
qui revient au méme ,. cos. 0= o, sin.0=r, les
équations (29) deviendront '

. 2 z4
=2 —&e... :aeon z, {

(30)1..?';.:.1334

. 23 oL
2 -+ &c.... ='sin. 3.

..;..—ca
s =+qo
o1, 1.2.3 :

Ces derniéres subsistant, aussi bien que les €qua-
tions (29), pour, des valeurs réelles quelconques de
z, il en'résulte que les fonctions sin. z et cos. 5 sont
tou]oms developpabies en séries ordonnées shivant
les puissances ascendantes de la variable qu'elles
renferment. Comme cette proposition mérite d’étre
remarquée, je vais la démontrer ici directement.
La série

x X .
1 — &e.. .
’ [} ’ 12 ’ e !

étant convergente pour toutes les valeurs réelles
possibles de la variable =, restera convergente [en
vertu du 1.* théorénie, corollaire 1. ] pour des
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vpleurs imaginwires queiconques de tette mére
variable, 8i Tou multiplic:. la somme.de coite série

par la somme de la série semblable
. A) - ('_ IS . - ‘ ]

y y
1 ’ T.’\ l_».z

4 &9- 6. 6_ .

en ayant segard a-la-fois au 3.° théoréme du pretiies
paragraphe ; ‘6t 4 Ta forinide (6) du YHIL* chppitre
[§. 4], on trouvera, Jpour toutes les valeurs pos-
“sibles 1eel[es ou lmagmmres amfbuees aretay,

([ it (e o L)

.(31)

l . I.:_y _‘;:u(l’-ﬂ"} +&c..o. ' '

Lorsque, dan§ fé‘quirtnm qm i préeélle; oi remplace
z par £4f—i et ypery ;/-n , on obtient la suivanté

2 3 g R
R ( I+ L R A o 8 +&c)

] ‘\i’ RO S T S
. |
PR B ps a Wl . .
(32) 'x( L .,——y — Ly -+-&c...) )
L] R | HEER % X 1.2.3 . Y
4.‘. H IRV (4 R & 4y)?
¥ IR e e e
'. Lt [P II 1~ ‘) -

Ay (B .

dans taquetle ot peurta, si Poii’ veut, suppose‘r
rétfies fes variables x et y. Faisons, dahs cette hy-
pothese, -

@ (1) = 1+_‘.’_.Z:L_.._‘_ NSl A + &C....
1.2 1.2.3

Lequatlon (‘3 z) deviendra _
L w(E) W) = ()
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et on en'conclura [voyez le chaplt're VHl, 5. 3"
équation”(12)], - - -
@ (&) = A [oos.bz + y:. snbz],

ou, ce qul revient au méme, .

’ .t}/-—l — 3‘.‘; 1‘3‘/:: -—34
1+ =X - e T a4,
3-.='—OO?
(33)< Y e oo |
‘ = A (cos'bxq.‘/:sin.bx),

les lettres A et & représenta'nt"deux constantes In-
connues , dont la premiére est nécessairement posi-
tive. On aura par suite

) I‘T—; 1.2.3.4 ?).-l{’

. - . r=—00
(34) ‘ {*-+°°}
Jl . .?_“—'t—gs—--‘- &C se —A Bln b’x

Pour déterminer les constantes mcannues"H et b,
il suffira d'observer, 1. que: les formules (3 4) doi-
vent subsister iorsqu'on y change x en—z, et que,

. pour remplir cette condition, il faut nécessairement
supposer b

AT = A"‘

par consequent A—"I 2.° gue, si aprés avoir di-
visé par x les deux memﬁbres dc 1a seconde des for-
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mules ( 34) on fait coniverger la variable = vers la
limite zéro, le premier membre convergera vers Ia
limite 1, et le second membrc savou',

. b
A: smxba: — A smb:.t Xb’,-

vers.la limite &; d'ou résulte Péquation b=1. Cela
‘ pose “fés formules (33) et{34) deviendront respec-

tiv ement

LD 2wy
] Sly2 £.2.3 C 12,34
[ P
3 -+ aeennes LR TR T PP T SN
’ " == cos. & + y/—1 sin.x;
z* .
l,— N 1.2'.3.4-_&(:'"-—-0-0-5"?-" x=—nc
(36) z z3 ) x =400
- — -+ &c...=sin. 2.
1 I.Z.;

Si dans les deux dermeres on remplace Ja variable .z
par la variable 3, on retrouvera les formules ( 30).

Il est essentiel d'observer que Y'équation (3 5)

lorsqu'on y suppose x=2z.sin.0, fournit le déve-
loppement de

cos. (z sin. 9) -+ V- ;in. (.3 sin. 9)

suivant les puissances” ascendantes de z. Si Pon
multiplie ce développement par célui de

208,
e 8,
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. en ayant égard a la formule (3 1) qui subsiste pour
* toutes les valeurs réelles et imaginaires des variables

qu'elle renferme, on obtlendra précisément I'équa-
tion (28).

3 e PROBL'EME Trouver la somme de la série
(cos B+ /=1 sin. 9) (cos.29+1/—_l sin.20),
-|- — (cos 36 -+ ‘/:Tsm 39) &ec..

dans le cas ou lon attnbue ala varzable z une
valeur comprise entre les limites

( 1)¢

=== 1, 3= 1.

« SoLvTron. SiTon prend a Pordinaire fa lettre Z
pour la caractéristique des logarithmes népériens,
on aura *

Zul(142zc08.) ~2%)

(x+2zcos.9+z’)-}“==.e ’

et par suite I'équation (21) pourra étre mise sous
la: forme

1 '-r-!;-z (cos.9+—/2'.’ s;n.e) +,u(,u n 2% (cos. zO+;/ 7 sim.20)

. zZ=
B -7 { —'}
. Z=41

Laul ¥ 2 —
='ezl‘ (1-+~22 cos.f—+2*) [cos. ws 4+ ‘/__l sin..pbs],
“&
la valeur de s étant toujours donnée par la formule
TOM. 1. v

'
[} SP—



306 couns D ANALYSE.

(1 8): Si dans I'équation précédente on developpe
les deux facteurs' du second membre en séries con-
vergentes ordonnées suivant les pulssances ascen~
- dantes de u, puis, que T'on effectue le produit des
deux développemens 4 laide de la formule (31 ) .on
trouvera

1 -l--’T‘ 3 (cos.§—+ /= sin.f) +£%—”—:—1) %* (€08. 30—/ =7 sin: 3()

. =1
L. (2
. . {l—--l-l}

=1 +--[ I(1 + 22 008.8 + 3* )+:‘/—|]

+l—”—’—[;l(x+zzcos.9+z )+s‘/':-"] + &ec....
.2 7 . .

Enfin , si, apréé avoir retranché {'unité de c¢haque
membre, puis divisé les deux membres par w, on
fait converger la quantité u vers la limité zéro , on
obtiendra I'équation

-z;—(cos.o—*— /:Tsin.O) — -:—'2:- (cos, 20 4 Y= fin.zej V

G e &on e e e .{:::}
=1 l(1 +2zcs8.0 +2)+s/-1,

la valeur de z devant étre, comme dans T'équation
(21), comprise entre les deux limites

—1 et +1.

CoRoLLAIRE 1.7 Si Ton égale, dans fes deux
~ membres de I'équation (37), 1.° les parties réelles,
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32.” les coefficiens de =i, et que Ton remette
pour s sa valeur déterminée par la formule (18),
on obtiendra les deux équations réelles

i x

z* 23
A cos.IO——;— cns.xO—o——;—:coa.;e—_&c... '
=3l(1+23 ms.0+z‘~). ' '$=_‘)'
-(38) N L, 33 { +1f

— sin. § — — sin. 2) <~ — sin. 3§ + &e...
1 2 3

z sin. §

= arc tang. Thaces b’

CoroLLAIRE 2.* Sifon suppose =", ou, ce

qui revient au méme, cos.8 =0, sin. 6 =1, la se-
conde des équations (38) deviendra 3

' 23 z’ & . . T=—1
(39) z——;—-i———s——- c...—grctang.z. sm

La série qui forme le premier membre de cétte der-
nicre equatlon étant convergente non - seulement
pour toute valeur numérique de = Inferleure a lu-
nité , mais aussi lorsqu'on suppose z =1 [voyez le
chapitre VI, §. 3, 3. théoréme ], il en résulte que

Péquation subsistera dans cette derniére hypothése;
et, comme on a dailleurs

|=|

arc tang. ( ) = —,

on en conclura

.

1 1 . __Z_
(40) 1—-—3—-0-?-.-&0....—-4

La formule (40) peut servir & calculer par approxi-
. . v *
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mation la valeur de =, Cest-a-dire, le rapport de
la cn'conference au diamétre.

P

§. 3.° Notations em‘plo;&s pour représenter quelques
Fonctions z'magz'naires auxquelles‘ on est conduit par
la sommation des series convergentes. Propriétés
de ces mémes Fonctwm.

Considérons les six notations
A* ’ sin. T, cos. T,
Lx, arcsin. 2, arc cos. x.

Si I'on attribue a la variable 2 une valeur réelle , ces
six notations représenteront, comme Ton sait, au-
tant de fonctions réelles de x, qui, prises deux a
deux, seront inverses Tune de Tautre , c'est-a-dire,
données par des opérations inverses, pourvu toute-
fois que, A4 désignant un nombre, L exprime la
catjactéristiqué des logarithmes dans le systéme dont
fa base est 4. I reste a fixer le sens de ces mémes
notations ;, dans le cas ou la variable = devient
imaginaire. Cest ce que nous ferons ici, en com-
mencant par les trois premiéres.

On a prouvé que, dans le cas ol la variable
est supposée réelle, les trois fonctions représentées
par :

A7 in. x,+ x
, sin.x ,* cos..x,

HER

sont toujours developpables en séries convergentes
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- ordonnées suivant les puissances ascendantes et
entiéres de cette variable. On aura, en effet, dans

. cette hypothése, - '

Ax=l+

1l t 2 i3 3
i{—"_—h’ QAT 2204 | &e...,

1.2 - 1.2.3-

2
(1) COS.L =1 — —— + — 5 4——&0....,
. z z3 ’
sin, £ = — — + &ec.....,
1 1.2.3

la caractéristique / désignant un logarithme népé-
rien. De plus, comme [ en vertu du 1. théoréme,
corollaire 1.7, §. 2] les séries qu'on vient de’ rap-
peler-rqstent convergentes pour toutes ,?s valeurs
réelles ou imaginaires de la variable =, on est con-
venu d'étendre les équations (1) & tous les cas pos-
sibles, et’de les considérer comme pouvant servir 4
fixer, lors méme que la variable devient imaginafre,
le sens des trois notations '

A%, sin.x, cos. Z.

Observons maintenant que, si dans la premiére
des équations (1) on fait A—=e, e désignant la base'
)
des logarithmes népériens, on en tirera
’ ‘ 2 .
(2 e=14+2+-"— 4 &e.,
1 1e2
puis, en écrivant successivement, au lieu de

Cowld, Y=, —aye,
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: L I Y 1) 7 \ S ’
. ) 1 ) 1.2 1.2, 3 .

(3) e V=1 _l+— —l—--—"-"-—‘f—"'&c >
(e =i—tyma2 2 o ke

On aura par suite
sl A

‘4%
e =47,
(4 Ve . .
) e =cos,. T + Y —1 s&. T,
e — cos. ¥ — Y/ —: sin. x,

, ]a vanabli x pouvant tou[ours étre ou réelle, ou
imaginaire. De plus , Téquation (31) [§. 2] don-
nera, quels que soient = et y,

(5) T et .er = ety

Cela posé, il deviendra facﬂe d'obtenir sous forme
finie les valeurs de A", sin. &, et cos. x , correspon-
dantes & des valeurs imaginaires de la variable z.
En effet, st Pon suppose

(6) .Z'—da-i-CV—l,
a, € représentant des quantités réelles , on con-

clura des deux premiéres équations (4) jointes 2
Péquation (5)

x * zlA —1 . i
A__:ez :e(¢+51/ )lAzeaA.eClAﬁ

(7) =A*('w-.C1A+'if:'i*c"‘i);
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et des deux dermeres équations (4)

eV e
% cos. T ; - 3 ’
(8)
- .c:/:; _ 8-’:‘/:..;
sin. X = = ’

puis, en remettant pour z sa valeur « + Cy=,
et développant les seconds membres,

’ ¢ - ¢ -€
1 e +e¢e e —e .
€08, == ————— c08. & =~ —————sm.d. Y —1,
2 . 2
, e = e .=
(9)\ . e +e | e —e :
sI.T = ——T—SIn.¢+—T——-cos.w. -1
== cos. (—?—a.-—G;I/I-T)

Ainsi, dans Phypothése admise, {es trois notations
A", sinnx, cos..x -

demgnent respectrvement les trois expressmns Ima-
gmalres . .

A (cos. Cl4 + ;/:-7 sin, C'IA).,

¢ - ¢ -
e +e . e —e
sin. a -~ ——-z—-'-cos.d,. e I
. C ._c '
e +é e —e . —
-~ cos. & — sin. &, yY/—1.

Dans la méme hypothése, siTon fait A._.e l’equa.
tion (7) fournira pour la notation

9
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. c‘ ’ :

la valeur suivante ‘
e* (co#.c+1/:sin. C) *
Les valeurs des trois fonctions |
.A*, sin. X , o©os..r

se trouvant fixées par ce qui précéde dans le cas

_oula variable  devient imaginaire, nous avons en-
core & chercher quelles définitions on doit donner,
dans le méme cas, des fonctions inverses

Lz, arcsin.x, arceos.x,

ou plus generalement quel sens on doit alors atfri-
buer aux notations

L), sresin. (), arccs. (#).

Supposons toujours
r=a + C;/—u =p (cos 9+]/—| sin. 9)

a, G désignant deux quantités réelles qui peuvent

étre remplacees par le module p et larc réel 8. Toute

expressxon imaginaire % ~+vy/=1 propre a vérifier
equ}atxon

(10) A= =g €/ =2

sera ce quon appelle un logarithme imaginaire de
x pris dans le systéme dont la base est 4. Comme
T'équation (10) fournit, ainsi qu'on le verra ci-apreés,
plusieurs valeurs de # +»y/~1, dans le cas méme
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ou € se réduit a zéro, il en résulte que toute expres- -

“sion, soit imaginaire, soit réelle, a plusieurs loga-
rithmes imaginaires. Lorsque I'on voudra désigner
indistinétement un quelconque de ces logarithmes
[ parmi lesquels on doit comprendre le logarithme
réel, sil y ena], on emploiera la caractéristique L
ou !/ suivie de doubles parenthéses, en ayant soin
d'énoncer dans le discours la base du systéme. Nous
“choisirons de préférence la caractéristique /, lors-
quil s'agira de logarithmes népériens pris dans le
systéme dont la base est e. En vertu de ces conven-
tions, les divers logarithmes des quantités réelles ou
expressions imaginaires

‘, —i’ a¢+cy-‘|,

- se trouveront respectlvement deSIgnes, dans le sys-
téme dont la base est 4, par

L(0), L), L(erCy=), Lia),

et, dans le systéme népérien dont la base est e, par

1(1), (=1, Ha+Cy=), )

Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes,
il suffira de résoudre les problémes suivans.

1.* PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de lexpression

L)

SoLuTIoN. Soit u-+vy/=: l'une de ces valeurs,
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u, v désighant deux quantités réelles. On aura,
daprcs la définition méme de lexpressmn (1),

(1 1) el tUV=I =
ou, ce qui revient au méme,

e (cos. v+ ]/:—_lsin. v) =1I.
On tirera de-cette derniére équation
| ) e =1 , |
oS, ¥ =Y —1 sin.y = I ,.
‘¢t pat suite
‘ u=o,
cos.¥=1, sin.¥=0, v:i 2k,

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités u et v étant ainsi détermindes, les diverses

valeurs de u-+vy/~ propres & vérifier lequanon
(l 1) seront eudemment comprlses dans la formule

‘lt-!—’U‘/—l =x2kn. 1/—'

En dautres termes, les diverses valeurs de L({(1)
seront données par- 'équation

(12) ()= =x2k=. =
Parmi ces valeurs une seule est réelle, savoir, celle
qu'on obtient en posant A=o0, et qui se réduit elle-

méme a zéro. Cest pdur représenter. cette valeur
réelle qu'on emploxe communement la notation

«simple .

€
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{(1) ou {1, '
Quant aux valeurs imaginaires de /({1}), elles sont
évidemment en nombre infini.

2.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de

Cexpression ' ~
o (=)

SoLuTIoN. Soit u+vy/—i Tune de ¢es valeurs,
u, v désignant deux quantités réelles. On aura,
d’aprés la définition méme de Pexpression /((—1)),

(3) e =
ou, ce qui revient au méme, .

e” (cos. v +y= sin. ») = — I.
On tirera de cette derniére équation
e* =1, '
cos. ¥ 4+ J/~1sin. ¥ == = 1;
et par suite
u=o0,
cos.y=—1, sin.v=0, v==+x(2k+1)7,

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités u, v €tant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de u-+vy/=1 propres a vérifier 'équation(13)
se trouveront comprises dans la formule

uvvy= =k(ak+)w o
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En d'autres termes, les diverses valeurs de /((—1))
seront données par I'équation -

(14) I{(—1)= (zlc-r-l)'rr;/-‘-'-'

Par conséquent ces valeurs seront toutes imaginaires
et en nombre infini. '

3.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
Lexpression

U@+ Cy).

SorLuTron. Soit u+ v/ T'une de ces valeurs
On aura, d'aprés la définition meme de I'expression

I (e ey= )
(r5) eu'H"/:"—a,-i—CV-l = p(cos. B4/ sin. 9)
ou, ce qul revient au méme,

e* (cos. v+1/: sin, v) =p (cos.e+ 1/: sin.e) ,

p désignant le module de @ + € 3/=:. On tirera de
T'équation précédente

ell

Iz

cos. ¥+ /=1 sin. ¥ = cos. 9+'|/—|sm 9;
et par suite
a=1p),
cos.v':cos.e, sin.’v=sip.9, v=9:i_-zlm',

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantltes u, v étant ainsi déterminées, les diverses
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valeurs de u-+v /= se trouveront comprises duns
la formule

urvy=i=1(p)+0 Y=z k.
En d'autres termes, les diverses valeurs de' '
| I(a+Cy=)
seront données par ['équation .
(16) | Ua+Cy=)=Up)+by=+I(1)

H est bon d'observer que dans cétte derniére équa-
tion la valeur de p est complétement déterminée,

et égale a
N V( d’: “+ Cl) ,
‘tandis que l'arc ] peut étre I'uni quelconque de ceux
qui ont pour cosinus 7(7:&?@‘_)' et pour sinus

6 "
V(a+6*) "
CoroLLAIRE 1. Si Ton fait, pour plus de com-

modité , '

, (17) C: arc tang. -{5—,

il sera facile d'introduire dans la formule (16) I'are C
au lieu de l'arc 6. En effet, on pourra supposer

6=2_

si a est positif, et

b=
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si a est négatif. On trouvers, dans la premxere hy-
pothése ,

(18) 1((4«-'-51/:)—’0)-*-{1/_—'-1(( ))
. et, dans la seconde, - el
(19) UacrCym)=Hpye YTy t(s)

‘Si dans cette derniére équation on fait en particulier
a+CyT =—1, clest-a-dire, a=—1, €=o,
et par suite p=1, C__ o, on obtiendra la suivante

(20) l((——-l) = -.—r -+-1((l)) .

Il en résulte qu'on aura généralement, pour des va-
leurs négatives de @,

(21) l(a,—a—C;/: l(f)—o—{;/——:—c—l —1)).

Supposons maintenant que dans les formules (l 85
et (21) on substitue a la place de p et de C leurs
valeurs

(a* + C‘)i et arctang. 5— .

On trouvera pour les diverses valeurs de

I(a+Cy=)

- 1.°, si-a est positif

I(a +Cy=) = |
—;—-l(d.’+ C‘)—-l— (arf: tang.é—)' }/:; - l((l)) '

2.°, si a est négatif,
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l(a wCy=)="
L U +C - (are tang. &) =1 -+ ((—1)).

CoRroLLAIRE 2. Si dans les équations (zz) et
(23) on suppose =0, elles dorineront respective- -
ment-, pour des valeurs positives de a., '

(24)  Ue)=l)+ I(1) = L) = 2y,

et, pour des valeurs négatives de « ,

(a5) Al )l—alaks )y,

k devant tou[ours étre un nombre entier. I suit de
ces derniéres formules qu'une quantité réelle o a
une infinité de logarithmes imaginaires, parmi les-
quels se trouve un seul logarithme réel, dans le
cas out « eést positif. On obtient ce logarithme réel,
désigné par la notation sunple [(a)oula,en posant
dans Péquation (24) k=o.

(23)

* ScrHoLIE 1.°” Parmi les diverses valeurs de (1)),
ainsi qu'on I'a déja remarqué, il en est une égale &
zéro, que l'on indique par la notation /(1) ou /1,
en faisant usage de-parenthéses simples, ou méme
les supprimant tout-a-fait. Si on substitue cette
valeur particuliére dans 'équation (22); on ob-
tiendra une valeur correspondante de

(a6 y=),

gue Panalogie nous porte 4 indiquer, a laide de pa-
renthéses simples , par la notation
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la+Cy=).

Clest ce que nous ferons désormais. Par suite, on
aura, en supposant a positif , '

(26) farCy=)=1la+C: )+ arctang. - )y/=i.

Si au contraire « devient negatlf — a étant alors
positif, on trouvera

l(-a,—C V= )=3 l(d. +6: )-l-(arc tang. — )}/:T,
ou ce qUI revnent au meme N
(27) d—a—Cy'=)=1a*+C)+(arctang. ). ,/--

- En faisant usage des notatlons précédentes , on

réduira les équations (22) et (23) 4 celles-qui suivent
(28) l((d.+€1/:)) = l(a,+C1/:) + (1),
(29) a+Cy/=1) = U(—a—Cy/=)+ (1)),

la premiére se rapportant a des valeurs positives de

a, et la seconde a des valeurs négatives de la méme

quantité. En d’autres tcrmes, suivant que la partie

réelle d"une expression imaginaire représentée par

x sera positive ou négative, on aura

(30)  U(w) = (&) + (1),

. ou bien

31 (@) = lma) (=),
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En résumaiit ce qu'on vient de dire, on voit que
la notation
' I(x)

a une sxgmﬁcatxon pnéclse déterminée par l’equa‘
tion (26), dans le cas seulement ou la partie réelle

- de Texpression imaginaire representee par « est:
positive , tandis que la motation

(=)

a dans tous les cas possibles une infinité de valeurs
déterminées par Pune des équations (28) et (29).

4.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
Uexpression .

L{a+GCy=), - _

la caractéristique L indiquant un logarithmé pris
dans le systéme dont la base est 4.

SoLuTION. Soit toujours u v /=1 l'une des
valeurs de l'expression que T'on considére. On aura,
daprés la définition méme de cette expressmn ,

(32) AT =arlys,

ou, ce qul revrent au méme E

' H

(u—M‘/——)M =a+06 V=i,

/ étant la caractéristique relative aux logarithmes
népériens. On en eonclura
(u+vy/=i)ld ={(a+G6 1/:)),
et par suite , '
TOM. 1. X
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. — . lfaCy=y
Lo . u+p}/_|=.__ﬁ__'_”_,

.

ou, en dautres termes,
(33)  Lla+Cym) =i

Cette- derniére équation subsiste dans le cas meme
ou G sévanouit, cest-d-dire, lorsque I'expression
magmamre a+6 1/ —1 se réduit & une quantité réelle.

ScroLIE. Si I'on suppose la quantité « positive,,
a‘la valeur particuliére de /(@ + € /=) repré-
sentée par {(a+Gy/=7 1) correspondra une valeur
perticuliére de L((«-+Cy/=7)), qué Ianalogiec nous
porte a désigner a Paide de parenthéses simples par
la notation L{a +G y/=). €ela posé, on aura,

pour des valeurs posmves de «, A
s L{a Gy =LETiE
G4

arc tang. 5

l,_"—'L(au )+ — 2/,

De plus, si dans Téquation (33) on substitue pour

[((@ + Cy/=1)) sa valeur tirée successivement des «
formules (2 8) et (29), on trouvera, pour des valeurs
posmves de la quantité «, :

a,+C l(¢+c‘/:') -+ 2.
(35)¢ “ - »_ M
. =L(¢+CV—")+L((’))»

et, pour des valeurs négatives de la méme quantité, -
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I B ¥
3 _ '

= L(—- @ — ;/—1 ) + L((—-l)).
En d'autres termes, suivant que la partie réelle
d’une expression imaginaire représentée par x sera
l)osmve ou m,gatlve on aura

(37) L((“)) L(zy+L(1)=L(«)E zﬁvr/_, ,

. ‘ou bien | , .
38) LEd=Leo+Lih=Linx TV

- k désignant un nombre entier queleonque. On peut
ajouter que ‘des deux formules précédentes la pres
miére subsiste pour toutes les valeurs réelles posi-
tives'de la variable z, et Ia seconde pour toutes les
valeurs réelles négatives de la méme variable.

Apres avoir calculé les divers lo authmes de
l'expression imaginaire

r=a+Cy=,
proposons - nous de trouver les arcs imaginaires
dont le cosinus est égal a . Si Fon désigne par
arc cos. (2)) =u +vy/—t
Tun quelconque de ces arcs, on aura, pour déter-
miner u—+v /=, ['équation
cos. (u+vy/—)=a+Cy=,

ou, ce qui revient au méme, la suivante

(39)

v 4

e = " ' — PR
sin %,/ ~1 = a,+C1/—-| s

»*

X

e
cos, U —
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laquelle se divise en deux autges, savoir,

(40) e.":e-' cos.u=a, °':°-' sin.u=—0.

A ces derniéres on peut substituer le systcme
équlvalent des deux formules

¢ v & ¢ -
(4 ) e’ = cos.u _ sin.u ’ e = cos. u -+ sin.u °

De plus, si 'on élimine v entre les formules (41),
on en tirera successivement
¢l ‘l

cos.*u sinu

=1,
lin.’u—(l —-df—C’) sin.'tt—C':O;

puis, en observant que sin."  est nécessairement
une quantité positive,

sin.* w = -—¢‘-—C‘ ]/[ (:—a‘—é" ’ + 6 ]

On aura par suite

ey ]
=0 x+¢‘+¢" ‘/[ x+¢‘+€‘)‘ a,]

et, comme [ en vertu de la premiére des équations
(40)] cos. u et a doivent étre de méme signe , on
trouvera, en extrayant les racines carrées ,

(42) Cos. U=

a

[ -

Cela posé , si Ton fait pour plus de commodité
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a

{ U=arccos. ;
3) [ () =)
Vel(og—wr
on conclura des équations (41) et (42)
(44) u==xU=x2kmw, v==x=V,

k désignant un nombre entier quelconque, et les
deux lettres U, V devant étre affectées du méme
~ signe; en sorte qu'on aura définitivement

(45) arc cos. (( ))_.izl’/r'j:(U—-*-V]/—l)

Parmi les diverses valeurs de arc cos. () que fournit

Téquation précédente, la plus simple est celle qu'on

obtient en posant #=o dans le premicr terme du
second membre , et prenant l'autre terme avec le

signe +. Nous la désignerops a l'aide de paren--
théses simples, et nous écrirons en conséquence

arc cos. (.2‘) = U~ V}/:;
ou méme, en supprimant tout-a-fait les parenthéses,
(46) -arc cos. X — U".' V y—lo

Dans le cas particulier ou, € étant nul, fa quan-
tité a reste comprise entre les limites — 1, +1, la
formule (46) se réduit, comme on- deva;t sy atten-
dre, a I'équation ldenthue

arc cos. & —= arc cos. &,

D'autre part, si 'on observé que== 2k représente
un quelconque des arcs qui ont Iunité pour cosmus;
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on reconnaitra que I'équation (45 ) peut étre mise
sous {a forme

(47) arc cos. ((.Z‘)) = == arc cos. & - arc cos.((1)). -
Il est encore essentiel de remarquer que, dans le cas

- ot 'on suppose €=o0, etla valeur numérique de &
supérieure a l'unité, 'expression
. ‘ arc cas. @& :
obtient toujours une valeur imaginaire, Cette valeur
sera donnée par Péquation -

(48) “arccos. d = l(ct) Y-
si a est positif, et par la suivante

(49) srocos.a =7+ l(~a)./ T = [l—a) — 7./ =T).y/ TS
si « devient négatif. ) A

Considérons maintenant les arcs imaginaires dont

e sinus est x=a~+G/=1. Si l'on désigne un quel-
conique de ces arcs par

arc sin. ((.z‘)) =u-+vy-,

on trouvera [en ayant égard 4 la seconde des équa-

tions (9) ]
= sin.l(u +v 1/-:1)"_::: cos.(—':— —— 1/-_1) ;
et 'on en conclura . _
(50)  aresin. (&) = u +vy/ =1 = T — arc cos. (),

Si dans la formule précédente on substitue les di-
verses valeurs de arc cos. ((2)), dont Vune a été dé-

[y
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signée par la notation arc cos. () ou are eos.’z, oh
_obtiendra les diverses valeurs de are sin. (), dont
Tune scra désignée par la notation aresin. () ou
arcsin. 2, et déterminée par I'équation

(5 l) arc sin, & = —} — arc cos. Z.

A Taide des principes que nous venons detabhr
il est aisé de reconnaitre les propriétés les plus es-
sentielles dont ;oulssent les fonctions de la variable
_Lnaginaire x représentées par les notations
A7, cos. & , sin. x ,

L., arccos. x, arcsin. .

Pour obtenir ces propriétés , il suffit d'étendre les
formules que ces fonctions vérifient dans Ic cas ot
la variable x est réelle, au cas ou la variable de-
vient xmafrman‘e Cette extension seﬁ'ectue dordi-
nau'e sans dlﬁicu té pour chacune des trois fonctlons

x .
A , cos. X, s JZ.

‘Ainsi, par exemple, 4, B, C, .... désignant plu-
sieurs nombres , on prouvera facilement que’ les
equatlons

I

SLAT L = A,

(5"‘); A B .0 ... = (4BC..y,
cos.(z +y) = cos. & cos. y — sin.Z sin.y,
(53 g sin. (& 4+ ) = sin. & cos.y + sin. ¥y cos. x

subsistent également- pour -des valeurs réelles et
pour des valeurs imaginaires quelconques des va- -
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riables x, y, 3, ... ‘V[aig, si I'on considére des for-

mules dans lesquelles entrent les fonctions inverses
Lz, arccos.x, arcsin.x,

on trouvera le plus souvent que ces formules, éten-

dues au cas o les variables deviennent imaginaires,

ne subsistent plus qu'avec des restrictions considé-

rables, et pour certaines valeurs des variables dont
il s'agit. Par exemple, si Pon fait

=ea+Cy, y=&+Cyo5, s=&+¢y, &e...

et, si fon désigne par u une quantité réelle quel-
conque , on reconnaitra que Ia formule

(s4) L(z)+ L(y) + L(z) + &c... = L(zy z...)

subsiste seulement dans le eas ou, &, @/, &', &c...
" étant positifs, la somme

.

¢ o .
arc tang. — -~ arc tang. -iT =+ arc tang. — + &c...

reste comprise” entre les limites — 2, +Z-; et Ia
formule t ‘

(55) L(z") = pL(z)
dans le cas oli, « étant positif, le produit
M . arc tang. —E— 4

reste comprfs entre les mémes limites.
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CHAPITRE X.

Sur les Racines réelles ou imaginaires des Equa-
tions algébriques dont le premier membre cst
. une fonction rationnelle et entiére d’une seule
variable. Résolution de quelques Equations de
cette espéce par Ualgébre ou la trigonomeétrie. .

§. 1. On peut satisfaire d toute,Equation dont le
premier membre est une Fonction rationnelle et
entiere de la 'varmble x par des valeurs réelles
ou imaginaires de cette variable. Décomposition
des polynomes en facteurs du premier et du second
degré. ' Représentation géométrique des facteurs
réels du second degre.

'CONSIDERONS une équ:ition algébrique dont le
- premier membre soit une fonction rationnelle et
entiére de B variable z. Si- » représente le degré
de cette équation, elle pourra §e mettre sous la
forme

(1) a,,x”+a,w"" + 8,2+ ... +a, , T+a,=0,

a,,a.,a,,..a,,,a,étant des coefficiens constans
véels ou imaginaires. On appelle racine de’ cette
méme équation toute expression réelle ou imaginaire
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qui, substituée a la place de linconnue z, rend le
premier membre égal 4 zéro. Supposqns d’abord, pour
fixer les idées, que les constantes @, a , a, ... a,
se réduisent & des quantités réelles. Alors, si deux va-
leurs réclles de iz substituées dans le premier membre
de I'équation (1) fournissent d(_aux résultats entre les-
quels zéro se trouve compris, cest-a-dire, deux
résultats de signes contraires, on conclura du cha-
pitre I [§. 2, 4.° théoréme ] que Téquation (1)
admet une ou plusneurs racines reelles comprises
entre ces valeurs. Il én résulte que toute équation
de degré impair aura au moins une racipe réelle.
En effet, si » est un nombre impair, le premiér
‘membre de Téquation (1) changera de signe avec
son premier terme a, z”, toutes les fois qu’en attri-
.buant a la variable des valeurs numériques trés-
.considérables on fera passer cette variable du. positif
au négatif : [voy. le 8.° théoréme du chap. II, §. 1].

Lorsque » devient un nombre pair, la quantité
" demeurant positive tant que la variable 2 est
réelle, le premier membre de I'équation (1) finit par
étre, pour de trés-grandes valeurs numériques de
x, constamment de méme signe que a,. Si, dans la
méme hvpothése a, et a_sont de signés contraires,
le premier membre changera évidemment de smnc,
lorsqu on passera d’une tres-grande valeur ‘numé-
rique de x & une trés-petite, en laissant la variable
toujours positive ou toujours négative. L'équation (1)
aura donc alors deux racines reelles Tune Posmve
"et Tautre négative. - .
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Ldrsque, n étant un nombre pajr, a, et a, sont
de méme signe, il peut arriver que le premier
membre de I'équation (1) reste, pour toutes les
valeurs réelles de =, de méme signe que a,, sans
janais s'évanouir. Clest ce qui a lieu, par exemple,
pour chacune des équations binomes

r*+1=0, £*+1=0, z+1=0, &ec....

Dans un cas semblable, I'équation (1) n'aura plus
de racines réelles; mais on y satisfera en prenant
‘pour x une expression imaginaire

u+vy—r,

#,v désignant deux quantités réclles et finies. Cette
b ) , .
_]’)'i‘oposmon , et celles que nous venons d’établir, se
trouvent renfermées dans le théoréme suivant.

1. THEOREME. Quelles que soient les valeurs
réelles ou les valeurs imaginaires des constantes

@, 8,,...8,,,4,, Uéquation
n gefi—1 —
(1) a,xr"+a, 2" +...+a, r+a,=o0,

dans lagquelle n designe un nombre entier egal ou
supérieur a unité, a toujours des racines réclles
ou imaginaires.

DIQ'MONSTRAfi'ION. Désignons, pour abréger,
par f(z) le premier membre de Péquation (1):
(r) sera une fonction réclle ou imaginaire , mais
toujours entiére, de la variable .z; et, puisque toute
expression réelle « se trouve comprise comme cas
particulier dans une.expression imaginaire u-+vy/=r,
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il suffira, pour établir le théoréme énonce, de d¢-
montrer généralement qu'on peut satisfaire a léqua-
tion

(r) Sflz)=o0,
en prenant '

' rT=u+vy -,

puis attribuant aux nouvelles variables & et v des
valeurs réelles. Or, si 'on substitue la valeur pré-

cédente de x dans la fonctlon Jf(x), le résultat sere
de la forme

@9+ v (o)

‘q> (u, v), x(u, v) désignant deux fonctiops réelles

et entiéres des variables u et v. Cela posé, I'équa-
tion (1) deviendra
P (u, v) + /=1 x (v, v)=0;
et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les deux
équations réelles
P (u,v)=o0,

(2) x(u, v)=o0,
ou, ce qui revient au méme, 'équation unique
) [, )] +[x(, 2)] =o.
Donc, si Ton pose pour plus de commodité

@ Flu,)=[0%, o +[xlro)],

. 1l restera seulement a montrer que Ton péut obtenn‘

~
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des valeurs réelles de « et de v propres a faire éva-
nouir la fonction

F(u, v).
On y parviendra sans peine a laide des considéra- -
tions suivantes.

D’abord, pour déterminer la valeur générale de
la fonction F(u, v), on représentera chacune. des
constantes réelles ou imaginaires 4,, 4., ...a,_,, a_,
ainsi que la variable imaginaire u+v;/-——- , par le
produit d'un module et d’une expression reduxte;
et 'on écrira en conséquence

s @0 == po(c0s.§o——/ =1 sin.f,) , s =,P.(009~9.-!1/'——n sin.g,)...

(S) e ettt e eeiaeeieeieteitaeeae e ar e B
l

a,,_,=y,,_,(cos.en_l+/__‘sin.9,,_,),a,,=_p,,(cos.9,,+‘/:Tsin.9,,),
(6) U+v V:::r(cos.,t-l- },/——l-sin.t).

On aura par suite

'+J),r”"[cos.(;: 0, )/ =T sin.(r—1.£4-0,)]

(7) l e ER T TR T RT PRI TR PRPR T .

s S (u4-v /7)== po 7° [ cos. (nt4-8, )4/ = sin. (ne+-0,)]

+ Paor rle0s.(¢40,.,) +y/ =i sm. (14 8,.0) ]
+ £, (cos. §, 4/ = sin. 0.)3

et 'on en déduira

P (4, v)== Por” cos.(t40o) 4 £, 7" cO8.(—1  £4-0, )i...
¢+ P 7005 (40,) 4 p, c0s. 6,

( ) X(a,v) == por"sin.(nt+-0.) + p, ™ sin.(n—1.t4-0,) ...
cre A Py rin (EA4=0,2.) 4 £, un._o,‘ )
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[ Fav)= { Ror"cosint40o)+p, 1" confam1 449, )+.... | *
' ’ veeves Py reos (60, ) 4 £, cos. 0,
.+; { Por"sin. (nt-4+-§o)+p, ¥ sin. (a1 . t4-0 ). }’

Cevees T _p,;__, rsin. (¢ +0,,) + p,sin.0,

(9)

2P0 £, cos. (¢ 0o —6,)

W m

=it x( L Pithapepcos (2t o—0,)
. ) v

' +&c... XEEEEY

. I résulte de cette dernicre formule que la fonc~
tion F (u, v), tou]ours évidemment posmve ‘est le
produit de dcux facteurs, dont f'un, savoir,

‘rz,, — (uz —+ vz),;_ .

" croitra indéfiniment si I'on attribue aux variables u,
v ou a lune delles seulcment des valeurs numéri-
ques de plus en plus grandes, tandis que l'autre
facteur convcrgera dans la méme hypothcsc vers
la limite p,*, c'est-a-dire, vers une limite finie diffeé-
rente de zéro. On en conclura que la fonction
F(u, v) ne peut conserver une valeur finic qu'autant
que les deux quantités «, v recoivent elles-mémes
des valeurs de cette espéce , et devient infiniment
grande dés que 'une des deux quantités croit indéfi-
niment. De plus, comme I'¢quation (4) donne pour
F(u, v) une fonction enticre et par conséquent une
fonction continue des variables « et v, il est clair
que F(u, v), variant avec clles par degrés insen-
siblcs, et ne pouvant sabaisser au-dessous de zéro,
atteindra une-ou plusieurs fois unc certaine limite .
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Inférieyre qu'elle ne dépassera jamais. Représentons
par A cette limite, et par u,, v, un des systémes
de valeurs finies de u et de v, pour lesquels Flu, ) -
se redult 4 A, en sorte qu'on ait 1dent1qucment

- (10) F(u,, v,)=
La différence F (u, v}-F(u,, v.,) ne s'abaissera jamais
ai-dessous de zéro; par conséquent, si l'on falt
(11) u=u +~adah, v=v,+ak,
« désignant une quantité infiniment petitc, et h,k
deux quantités finies, I'expression ,
Flu,+~ah,v,+~ak)— F(u, v,)

"ne sera jamais négative. En partant de ce principe,
il sera facile de déterminer la valeur de Ia cons-
tante A, ainsi qu'on va e faire voir.

Si dans l'expression imaginaire f{u—+v /=) on
substitue pour u et v leurs valeurs données par les
formules (11), cette expression, devenant alors une
fonction imaginaire et entiére du produit

a (/l -+ A‘ V=1 ) ,

pourra étre développée suivant les puissances en-

tieres ‘et ascendantes de ce méme produit. En dési--

gnant par . .
R (cos. T%-;/—: sin. T) , R, (cos. T, +y/—1 sin. T,) s
e Rfen Toeyiin ),

les coefliciens imaginaires de ces puissalices- dont

quelques-uns peuvent se réduire & zéro, et faisant
pour plus de commodité
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(12) Iz-ﬁ-.{}/—_f:_—_f(cose-i-}/——'llmO).
on obtiendra I'équation

f[u,+v°1/‘_—.+¢(h+ﬁ‘/_.)] == R (cos.T+/= sin. T)
(13) +aR, y[cos‘(T +0) 4/ Zisin (T, +0)]+ ...

.+a" R, p"[cos.(T, +nB) 4/ sin. (T, +nf)],

dans laquelle les termes du second membre et par
conséquent les modules

R, R, ..... R,
ne sauraient sévanouir tous en méme temps.
Comme on aura dailleurs :
(14) Sltetahk—4(vo—4-ak). /7] .
=¢(u°+¢h,v°+¢k)+‘/:;x(uo—l-dh,:v,-j!-dﬁ);

on conclura de I'équation (13)

@ (uo+4-ah, vo4-ak) = Rcos. T+a R, pcos.(T,+0)4-...
(IS) vee.+a"R, p"cos. (T, +nb),
X (4o~+@h, v,+-ak) = Rsin. T+ 2R, psin(T,~+0)+...
..... “+a"R, p"sin. (T, +nf);

et par suite .

. Fluo+ah,v,+ ak)

( I 6) == [Reos. T+aR, ocos.(T',~+0)+...+a"R, p*cos.(T'+nf)}*
|+ [Rsin.T+-aR, psin.(T,—+0)+.. +¢"R WPrsin (T, »+nb) ).

Si dans cette derniére formule on pose a«=o0, on
-cn tirera

F(u,; v,) = R*.

Donc R*= 4, R=A"*. Si maintenant on déve-
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loppe le second membre de P'équation (16) suivant
les puissances descendantes de R, et que I'on y rem-

place ensuite R par A . cette équation deviendra

(17) Flu,+ak, o,+unk) = .
 A+-3A47% ap[R cos(T,—T+f)+..+a"" p" 'R cos.(T -—T-mo)]_
[R, cos.(T,+0) +..+a™* p"'R cos.(T, +n0) [

.""“ _P3 _.__[R sin. (T +°)+ _Hn...; .Pl—'R sin. (T -HIG)]‘) ’

et, si Ton_fait passer dans le premier membre la
quantlte A F(u,, v,), on’ trouvera définitivement

(18) Fluo - tth, v, 4-&h) — F(1,,v,) =
s2d*ap [ R cos.(T,=T—40) .. 42" p*~* R ,cos.(T',—T+nb)]

[R, cos (T, 4-0) ... 4™ p"~*R cos.( T"+n9)]*
e [R sin. (T~ ) 4-.r.+a* 9"R sin.(T,+a0) ')

+a? p* x

Cela posé, puisque la différence
F (u, + ah, v, + ak)— F.(uo, v,)

ne doit jamais sabaisser au-dessous de la limite
zéro , il faudra de toute nécessité que, pour de trés-
petites valeurs numériques de «, le second membre
de T'équation précédente , et par suite le premier
terme de ce second membre, cest-a-dire, le terme
qui renferme la plus petite puissance de «, ne puisse
devenir négatif. Or, em désignant par. R, la pre-
miére des quantités

R, R,.. R;
TOM. 1. . 4
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qui obtienit une valeur différente de zéro, on trou-
vera pour le terme dont if s'agit

. .‘\.2A‘;d.mf"Rmcos.(Tm——T+m9)
si A n'est pas nul, et

o . d’smfam R 2
dans lhypothese contraire, De, plus, comme, Ja
valeur de Parc 8 étant tout-a-fait indéterminée, ou
peut en dxsposer de maniére a -domner -au fhcteur

cos.( T, — T+m9)

et par consequent au prodult '

,‘ C2A” ¢f~R cos(T T+m9)

tel sxgne que.l'orr voudra, il est clair que la seconde
hyl,othcse reste seule admnssxble On aura. donc n'
cessairement

(1 9) A=o0;
ce qui réduira_l’équatio.n_ (10) a
(20 - F(u, v,)=.0.

I en résnlte que la fonction F(u, v) sévanouiira
“si l'on attribue aux variables u, v les valeurs réelics
u,, v,; et, par sulte, que lon vérifiera lequatxonr

(ORI f(w)=°,
en prenant Rt

T = U+ v, Y -1,



L™ PARTIE. CHAP. X. 339

En dautres termes, u, + v ;/—: sera une racine de
lequatlon

(1) a,r"+a, " +.. . +a, ,r+a,=o.

La démonstration précédente du théoréme 1.7,
qiloique différente en plusieurs points de cclle qu'en
a donnée M. Legendie | Theorie des Nombres,
- L™ Part. §. X1V ], est fondée sur les mémes principes.

CoroLLairg. Le polynome

Slo)=a,x" +a, a ~.r—|’—a,,,

-1
Y, .
sévanouissant , ainsi qu'on vient de le dire, pour
r=u,+v,y—1, .
sera, en vertu du 1. théoréme [chap. VIII, §. 4],
algcébriquement divisible par le facteur
L —u,— v,y —.
Le quotient, ne pouvant étre qu'un nouveau poly-
nome du degré z— 1 par rapport & x, sera encore
nécessaircment divisible par un nouveau facteur de

méme forme que le precedent cest-a-dire, du pre-
mier deorre par rapport & . Deslgnons par

r—u;—v,y—t
ce nouveau facteur. Le polynome f(z) sera équi-
valent au produit des deux facteurs
Z—u,—v, )1, T—u,—v, /=1

par un troisiéme polynome du degré » — 2. On

® .

Y
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prouvera que ce troisieme polynome est divisible
par un tr0151eme facteur semblable aux deux autres;
et en continuant a opérer de la méme maniére, on
finira par obtenir » facteurs linéaires du polynome
Jf (). Solent respectiverpent

'I—uo'-"o 1/:1 y T—U;—V, t/:-‘ yoeses X _.“n—.-‘”.—;_ 1/:

ces mémes facteurs. En divisant le polynome f(x)
par leur produit, on trouvera pour-quoticnt une
constante ;vxdemment égale au coefficient @, de la
plus haute puissance de x dans S(x). On aura en
consequence

N

(l ') f(‘t) =a, (z—uo_”o V:)(Mx'-’” d/_—_‘)"'(‘”""n—l—’” =1 ':;;'
Cette dernicre equatlon renferme un theoreme que
Pon peut énoncer ainsi qu 'l suit.

2.© THEOREME. Quelles que soient les valeurs
réelles ou vmaginaires des constantes a,, a,, ....
a,., a,, le pol lynome

a,r"+a, 2" +...+a,., x+a,=[f(r)

sera équivalent au p;oduzt de la constante a, , par
n fucteurs linéaires de la /brme
x—a—Cy=i.

Déterminer les facteurs dont il est ici question,
c'est ce quon appelle décomposer le polynome f(.z)
en ses facteurs linéaires. Il n'y a qu'une seule ma-
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niére deffectuer cette décomposition. Pour le dé-
_ montrer, supposons que deux méthodes différentes
aient fourni les deux équations

S(2) =ao(t—u,—v, /7)) x (2 —, =0, /7)) x ...

(2.2) . .lx (F =ty =2, /=),
f(.t)=a.., (z—ae—Coy/=i)x (z—a, =€, /=) x...

e X (‘t_d'n—l—cn-l {:T)'

On en tirera

( ‘(‘t_an-':o'/‘-——!) (Mx-cﬂ/:'_l) (Tt =€ /=)
12
3 =(.t—uo-m°1/:x') (CETIC R ey N € SN ey ey B

~-
Le dernier membre de la formule précédente s'éva-
" nouissant lorsqu’on attribue a la variable  la valeur -
particuli¢re » —+v_1/—1, il faudra de toute néces-
- sité que, pour cette méme valeur de z, le premier
membre, et par conséquent Tun de ses facteurs
[voyez le chap. VI, §. 2, 7.° theoreme coroll. 2].

se réduise a zéro. Soit

z—a,—6 =

’

le facteur dont il s'agit. On aura identiquement
%o+ Co /=T =ty + v, /=T,
et par suite -
z—a,— 6y =2 —u —v,

. Cela posé, la formule (23) pourra étre remplacec
par la suivante
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(r—a, ~ €, 1/;';:') (=, —G,, V-,
=(rz—u,—v,y/=)..(2—u,, —v, /)
Le second membre de celle-ci s'évanouissant lors-
qu'on suppose
| r=u,+v,y—,
T'un des facteurs du premier membre, par éxcmple .

r—a, — 6 /-1,

1

devra s'évanouir dans la méme hypothése; ce qui
entraincra deux nouvelles équations identiques de
la forme

a,+C I =u, v, Y=,
r—a,—C ySi=x—u —v, .

En 1'épéfa11t plusicurs fois le méme raisonnement,
on prouvera que les différens facteurs [inéaires dont
se composent les seconds membres des équations
(2=) sont absolument les mémes dans l'unc ct l'autre
équation. I est essentiel d'ajouter que ehaque fac-
teur imaginaire de la forme

r—a—Cy=
se change en un facteur réel x—da, toutes les fois
que la quantité € se réduit a zéro.

Le premier membre de Téquation (1), étant,
d'apres ce quion vient de dire, décomposable d'une
seule maniére en facteurs linéaires, ne peut s'éva-
nouir quavee fun de ces facteurs. Si donc on les
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égale successivement & zéro, on gbtiendra toutes
les valeurs possibles de x propres a vérificr [’éc’lua-
tion (1 1), cest-a-dire, toutes les racines de cette
équation. Le nombre de ces raciucs, comme celui
des facicurs linéaires , 'sera égal & ». De plus, &
chaque facteur réel de la forme x—a cor rccl\on(ﬁa
une racine réelle « , et & chaque facteur Imagmane
de Ia forme

r—a—C V-r.
une racine imaginaire
a + Gy,

Ces remarques suffisent pour établir la proposition |
suivante.

3.* THEOREME. Quelles que soient les valeurs
reclles ou les valeurs imaginaires des constantes
%,,a,,...a,.,,4a,, lequatwn

(1) A"+, X" ... +Q,_ X+a, =0

a toujours n racines reelles ou imaginaires, et n’en
saurait avoir un plus grand nombre.

Il peut arriver que plusicurs des racines de Péqua-
tion (1) soicnt égales entre elles. Dans ce cas, le
nombre des valeurs différentes de la variable propres
a vérifier cette méme équation devient nécessaire-
ment inférieur & ». Ainsi, par exemple, I'équation
du sccond degré

x2'—2ax +~a'=o

‘avant ses deux racines égales, on ne pourra y satic-
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faire que par une seule valeur de x, savoir,
. xr = a, _
Lorsque les constantes a,, a, y v @pyy @, SODE
toutes réelles, 'expression imaginaire
a-+G V=1
ne peut évidlemment étre une racine de 'équation
(1), sans que l'expression conjuguée
a—Cy=:
soit unc autre racine de la méme équation. Par
conséquent dans cette hypothésc, les facteurs ima-
gmalres et linéaires du polynome qui forme le

premier membre de I'équation (1) sont deux a deux
conjugués, et de.la forme

z—a—Cy=, z—a+Cy=,

Le produit de decux sembiables facteurs étant un
polynome réel du second degré, savoir,

(.z'—-a,)‘—o-C’,

on déduit immédiatement de Fobservation - qu'on
vient de faire le théoréme suivant.

N

4.° THEOREME. horsque a,, a,, ...a,_, , a, dési~
gnent des constantes reelles, le palynome
z+a,

=1

- (24) azr +a,r +...+4a
est décomposable en Sfacteurs reels du premier ow
du second degreé,

Dans ce qui précéde, nous avons présenté les
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racines imaginaires de I'équation (1) sous la forme

'q,iCVZT.

Alors, pour le polynome (24), un facteur réel du
second degre correspondant a deux racines imagi-
naires conjuguées

a+Cy=, a—GCy=r,
était de la forme | _
(z—a) + ¢:.
Si T'on fait, pour plus déAcommodité,
@ = G/~ = p(cos. 8 == /=7 sin. B),

[p désignant une quantité positive, et  un angle que 4
Pon pourra supposer compris entre les limites o, 7r],
le méme facteur réel du second degré deviendra

(.2: —p cos.e)' -+ (fsin.e)'
= x'——zf.z'oos.9+f'.

H est facile de construire géométriquement cette
- derniére expression dans le cas ot F'on attribue  la
variable. z une valeur réelle. En effet, si I'on trace
un triangle dans lequel un angle soit égal a 6, les
deux cotés adjacens étant respectivement représen-
tés Pun par la valeur numérique de z, Pautre par le
module p, le carré du troisiéme coté sera [ d'aprés -
un théoréme connu de trigonométrie | la- valeur du
. trinome

Tt —- 2f..z’cés.e+f‘,
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toutes les fois.que la variable = sera posxtlvc. Si la -
variable z devient négative, il suffira de remplacer
dans la construction indiquée langle 9 par son sup-
" pl¢ment.

Le troisiéme. coté du trmngle dont 11 est ici ques-
tion ne peut s'évanouir que dans le cas oi les deux
premicrs cotés tombent sur une méme droite, et ol
leurs cxtrémités coincident, ce qui exige, 1.° que
Tangle 8 se réduise azéro ou a 7, 2.° que la valeur
numérique de x soit égalé a p. Par suite, le facteur

zt — Zf.rcos.e + p°
ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de =,
a moins que I'on ne suppose

[}
cos.ezl ou cos.9=—-l; .

et la seule valeur de propre a faire évanouir ce
facteur sera, dans la premiere hypothgese,

S L=F,
dans la seconde
L =—p.
On arriverait directement au méme but en obser:
vant que {'équation
Xt — z_p.rcos._e -a-f‘ =0

a ‘deux racines

f(cos.e-l—}/-—_lsin.G), f(cos.e-—;/:sin.g), .‘

qui ne peuvent cesser d’étre imaginaires sans devenir
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égales, et que les seules valeurs de 0 capables de
produire cet effet sont celles qui vérifient la formule
sin. = o ’

de laquelle on tire

cos.0==1 )
et par conséquent

£ === P
pour la valeur commune des deux racines.

Jusqu'a présent, nous nous sommes bornés a dé-
terminer le nombre des racines de Téquation (1),
avec la forine de ces mémes racines ct celle des
facteurs qui lour correspondent. Nous allons, dans
les paragraphes suivans, passer en revue quelques
cas particuliers dans lesquels on est parvenu a ré-
soud' e de semblables ¢équations, sans étre obligé de
concevoir leurs coefliciens convertis en nombres,
et a exprimer les racines en fonctions algébriques

ou trigonqmétriques de ces coefficiens. Nous obser-
verons ici a ce sujet que, dans toute équation algé-
brique dont le premier membre est une fonction
rationnelic et enticre de la variable z, on peut ré-
duire par la division le coefficient de la plub haute
puissance de x a I'unité, et celui de la puissance
immédiatement inférieure a zéro par un changement
de variable. En effet, si dans I'équation

ar"+a xr" ' +..+a,  rT+a,—=0

a, west pas égal a 1, il suffira de diviser équation
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par @, pour réduire le coefficient de z* a Vunité ;
et, si dans une équation mise sous la forme

r+ar'+..+a, , r+a,=o
a, west pas nul, il suffira de poser

Y — 1
L= &5 —— .

pour obtenir une transformée en z du degré n, qui
nait plus de second terme, cest-d-dire, une trans-
formée dans laquelle le cocfficient de z"~* s'éva-
nouisse.

s 2.° Reésolution algebrique ou trwonometrzque des
Eguatwns binomes et de quelques Equatzons {ri-
nomes. Théorémes de Moivre et de Cotes.

Considérons I'équation binome
(1) "+p=o,
p désignant une quantité constante. On en tirera
I = -— P
ou, si 'on désigne par p la valeur numérique de P
Tt == P
On aura donc & résoudre I'équation
(2) " =p,

si —p est positif,, et la suivante
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(3) ’ r’ = —f’ ’

si —p est négatif. On satisfait 4 la premi¢re en

prenant

I

@ =) =" ()",
et a la seconde en prenant

I

(5)  w=(—) =p (—1)"-

"Quant aux diverses valeurs de chacune des deux

expressions ((1))%, ((—-x))'l', elles sont toujours en
‘nombre égal & » [ voyez le chapitre VII, §. 3 }, et
se déduisent des deux formules

= 2 k7 — .. k7w
© (1) " = cos. —=* Y-t sin. ——,
5 . (zh41)T — . (k)T
((—I)) i cos.(—z—;—'-z— =+ 1/—1 sin. S_'_‘_')_’
dans lesquelles il suffit dattribuer successivement &
k toutes les valeurs enti¢res qui ne surpassent pas

n . oy -
< Lorsque #z est un nombre pair, la premiére des
’ 1

n

équations (6) fournit deux valeurs réelles de ()",

savoir, + 1 et — 1, correspondantes 'une a A=o,

lautre a 4= 1:- Dans la méme hypothése, toutes
o L

les valeurs de'((—1))" sont imaginaires. Lorsque n

. . I .

devient un nombre impair, expression((1))" a une

seule valeur réelle -+ 1 correspondante a k=o ;

3
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1

et fexpression (—1))" une seule valeur 1ee"e —1

=1

correspondante i A= . Par suitc T équation

(1) admet deux racines réelles, ou n'en admét au-
cune, ioxsque n est un nombre pair, et la méme
.equatlon admet une seule racine réelle dans e cas
contraire. De plus, on reconnait immédiatement a
hmpectlon des formules (6) que les rauncs imagi-
naires sont conjuguées deux a deux ainsi quon
- devait sy atteridre. :

. -Considérons maintenant [équation trineme

(7) Lo -Z""-i-p.z"‘—ﬁ-q—-o,

P, g désignant deux quantités. constantes choxsxes
- & volonté. On.en tirera

A prt=—gq,

r e e
(‘””'*TT)'—cx — 7

Si »—E——'—-—q est positif, ['équation qui précéde entrai-

et p'ar suite

nera l'une des deux suivantes
TSP
wtem (i)

en sorte que z" admettra deux valeurs réefles com-
prises dans fa formule :
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/ __ P » .

9) ==L/ (e —g).::
Lorsque‘l¢ nombre'n se réduit § Fanité, fa formule
(9) fournit immédiatement les deux racincs réelles
de I'équation trinome du sccond degré

(10) X 4 px +qg=o.

Dans le cas. contraire, en -substituant la formale
dont il s'agit a l’équation.(7) , on n'a plus a résoudre
que deux €quations binomes semblables a celles
que nous &vons traitées ci-dessus.

Supposons maintenant la quantlte —4— — ¢ néga-
tive. . L’equatxon (8) entrainera Pune des deux sui-

vantes
2=y/a-

z" L:
2

en sarte que x” admettra deux valeurs ima
comprises-dans la formule -

(11) .L"‘ +l/(g——~) 1/-.

Sile nombre 7 se réduit a Tunité, ces valeurs seront
les racines imaginaires de I'équation (10).« Mais, si
Ton suppose n> 1, il restera encore a déduire des
valeuts connues de 2" les valeurs de . Désignons
parp, dans cette hypothése ‘le module de! I"expres- ’
sion imaginaire qui sert de second membre 2 i’a for-
mule (11). On aura eVIdemment

gmau CS

\
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(12) p= q;.

Faisons en outre , pour plus de commodité ,-
Vie-9)
(-%)

Lorsque p sera négatif, les deux valeurs de =" don-
nées par la formule (11) deviendront

(14) P i =f(cos<:t V:s?n, {) , .

et 'on en conclura

(13) { == ure tang.

(13) .xzf%[cos.%i =1 si, —i—]((l)):
Si au contraire p est positif, on trouvera

(16) x";_'.‘—f(cos. {i;/—_lsin.é),

et par suite

(17) .z‘::f%[‘cos-. -—E—i }/:1— sin.—i—]«:l)) .

ap

Dans le cas particulier ou 'on a

2

o Fmeee
g devient nul ; en sorte que les équations (1 5) et
1

7) prennent la forme des équations’(4) et (5). -

Si Ton désigne,, pour abréger, f-"- par 7, on- ti-
rera des équations (12) et (13), en supposant la
(quantité p négative,, ~ L
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P=— 27"'cos.< ~q=r‘"-
x* -o-]w +q-—x"‘——2r".t cos. C-{-r‘"

Dans la méme hypothése, la formule (1 §) donnera.

—r(cos —:i:V-l sin. -—) (cos zkw"";/—l sin. ——)
— Z+zkw 4+ {F2hn
r(co 5. 2 —— =+ y/—1sin.. —n-——),
% représentant un nombre entier; et on en con-
clura que {e trinome
" — zr "x" cos. €+ r"

est decomposable en facteurs réels du second degré
de la forme -

(kT

x" — 27 cos. “+r
Si Ton suppose au contraire la quantité p positive,

le trinome z*”+ pz”+ ¢ deviendra

X" 4= 2r" 2" cos. {4— r’t,
et ses facteurs réels du second degre seront de [a
forme

Z* — 277 cos. _(_2‘3%;'-__'_)1_,_,.-

Dans I'une et l'autre hypothése, on pourra cons-
truire géométriquement les facteurs réels du second
degré par la méthode ci-dessus indiquée [ voyez le
§. 1.°], toutes les fois que on attribuera des va-
" leurs réelles a la variable 2. Si I'on prend la valeur
TOM. 1. . z
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numérique de-cette variable pour base communc de
tous les triangles qui correspondent aux différens fac-
teurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir
donstamment & une méme extrémité de cette base
le coté connu, représenté par r, on trouvera que
les sommets des divers triangles coincident avec les
points de division d'une circonférence décrite du
rayon r ch parties égales. Il en résulte que, st Pon
multiplie entre eux, les carres des lzgnes menées de
la seconde extrémité de la base aux points dont i/
s'agit ; le produit de ces carrés sera la valeur du

trmome ,
¢ TPt = T 292" cos, <+ .
. Dans le cas particulier ou C_o le proa’mt des
lignes elles-mémes représente la valeur numerique
du binome

' : x" — T'
laquelle se confond avec la racine carrée posm\c
du trinome

" = artax” +r”,

Des deux propositions qu'on’ vient d’énoncer, la-
premiére est le théoreme de Mozvre, et la seconde
celui de Cotes. :

Spe————

S 3.© Résolution alcrebrzque ou trigonomeétrique des
Equatzons du troisieme et du quatriéme deov'e

Considérons l’équation. générale du troisicue
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“degré. On j)ourra toujours, en faisant disparaitre le

second terme de cette equatxon la ramener a la
. forme .- .'-,:’;;',» T T S

(1) x3 +pr+q=o0, BT

P9 désignant deux quantités constantes D aﬁleurs,

si {on pose : S
 r=u-+v,

., étant .deux nouvelles variables, oh en ponélu{'a

=(u+t) =+ +3uv.2,

(2) x3—3uv.x—(z¢"+v3)'= o.

Pour rendre I'équation (2) identique avec la propo-
sée, il suffira dassujettir les inconnues « et v aux
deux conditions

(3) - as,-o-v":;-.—qi,... o
P &
4) S uv=—

La résolution de T'équation (1) se trouve Afmsi rés
duite a la résolution simqltanée des équations ( 3)
et (4). R

. Cherchons d’abord les valeurs de > et de 3. SI
lon fait

) W=z, P=a,
on aura, en vertu des équstiohs(;) et (4),

. P, .
zx""l’z: ’—"-"—ql ‘lzaz‘-:{;: '
et par suite, en nommant z une nouvelle variable,
Al . ’ z *

\
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- —z)= 2
(s=2.) (s = 5" g s 2.
Il en résulte que 3,, z, seront les deux racines do

T'équation
(6) 3 -+ q:._'-—"—’—z—h'z o.

Ces deux racines étant connues, op déduira des
formules (5) trois valeurs de u et trois valeurs de v,
~ qui se correspondront deux & deux de maniére a
vérifier la formule (4). Soit U 'une quelconque des
. trois - valeurs de #, et ¥ la valeur correspondante
de v, en sorte qu on alt
U V =.— —'—;,— . .,
. Désignons en outre par @ N¢ expression imaginaire

~+ /=1 sin.

Ccos.

les trois valeurs de lexpressmn ((1)) seront fespec-
tivement

7 — . aw :
&= cos.i}——-ﬁ—-}/—l sm.-z—s—:-—-

2 27 _ . 2T 1 3';' '.__.
o —°°"_3—"-1/—’ San—S—'__'T—- " y— ;

et les trois’ valeurs de u, évidemment comprises
dans la formule générale. (1))’ U, deviendront
U, U, U
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Oa trouvera pour les valeurs’correspondantes de v

vy - v
v, a.? at ?

ou, ce qui revient au méme,
V, 'V, aV.

Par conséquent, si fon nomme z,, z,, z, les trois
racines de I'équation (1), on aura

rx, =U~+V,
(7) z, = alU+a*V,
z, = a'U +.al.

11 est essentiel d’observer qtfe, U, aU, U étant

les trois valeurs de u=(_(z:,))T yet V,a'V, alV

~ {es valeurs correspondantes de v =— —2— les
] - L (=5

racines z,, «,, z,, déterminées par les équations

(7), seront respectivement égales anx trois valeurs

de x données par la formule

8) == (z)

.-

-

»
3503

Lorsque I'équation (6) a ses racines réelles, les for-
mules () fournissent un systéme de valeursréelles de
et de v qui se correspondent de maniére a vérifier
Péquation (4). Si Ton prend ces mémes valeurs pour
U et V, on reconnaitra immédiatement que des
trois racines z,, x,, r, la premiére est nécessai-
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rement réelle , et los deux autresréelles ou imagi-
nalres suivant que h quantité

£ 2
4 + 27
est nulle ou positive Cest-a~dire, suivmt que 'équa-

tion (6) a ses racines égales ou megales Dans le
premler cas. on trouve

z,=2U, r,=x =—-"U.

Lorsque les racines de 'équation (6) deviennent
imaginaires on peut les présenter sous la forme

3, —_f(cos 9-—0—;/:7 sin. 9), 2z _f\ws 9—1/—c sin. 9)
fe module _p étant déterniiné par Tequatlon "
) ty K i )
F==

ty, 27
Comme on a, dans cette hypothese,

((z ))’ =p7 (oos -+-1/—ﬂ sin, -——) K

la formule (8) se trouve réduite &

..

(9  a= -
3 coi.—e- -/ i —9- ({ %-l— s,_q_._ :‘,,gn_i .
i [( 3-‘_‘./ e 3)«» (uo 3 ‘/ : 3)((0)1;].
De plus, en prenant pour U Yexpression imaginaire

f cos, 2 + Y/ sin. —)

on conclura des equatlons (7)
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o9
x, =‘2f’ cos.—;,

0427
3

’

(10)

8
i

1
zf’f cos.

;= 2 %cos il
=2p e

a

Ces trois derniéres valeurs de & sont toutes réelles
et coincident avec celles que fournit la formule (9).

Dans les calculs précédens, I'équation (6), dont
la solution entraine celle de I équation (1), est ce
qu'on appelle la réduite. Ses racines z,, z, équiva-
lent nécessairement a certaines fonctions des racines
cherchées z,, x,, x,. Pour déterminer ces fonc-
tions, il suffira d'observer que, U et V' désignant
des valeurs particuliéres de « ét v, on aura, en vertu
des formules (), "

z,.—:—LU’, z‘:V3.

On tire dailleurs des équations (7) S
30 =2, +azx,+a’zx, = a(x‘+¢x,"-}-a‘¥°)

= a*(r, 4+azr,+*r,), )
3V =ao+ar, +a*z, = a(z, +&z, 4a*z,)

=a'{r, +az,4+a* )
On trouvera donc par suite

27 %, =(.l‘°+d'.,r‘+d.’ "1)3 = (;’—i-';‘.tl,'-’-.a',’ xo')’
=(r,+az,+a’z,)}, . o~
(11)

[ 27 2, =(z,+az,+a s, =(r,+ar, 4 a*s,)’

= (a,4-az,+a'x)
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1l en résulte que z,, z, sont respectivement égales
[ un coefficient numérique prés ] aux deux seules
valeurs distinctes que présente le cube de la fonc-
tion linéaire
I, +ar, + a.".z',, ‘

Iorsque dans cette fonction on échange entre elles
les racines 2., .r,, x, de toutes les maniéres pos-
‘sibles. Le coeflicient numérique est évidemment
ou le cube de ia fraction ;.

Considérons maintenant T'équation générale. du
quatrieme degré. On pourra, en faisant disparaitre
le second terme, la ramencr a la forme

(12) 2t +px* +gqr+r=o,

P, q, r désignant des quantités constantes. Si f'on
posc en outre

r=u—+v+w,

u, v, w étant trois nouvelles variables, on en con-
clura

T =uw v w2+ uw+vw),
ét par suite
[.r‘—(u‘+v’+w’)]‘=4(q‘v‘ -|.-u‘w’+v ‘w*)+8wvw.x,
ou, ce qul revient au méme, .
S zt — 2 (u +0* +d’)x‘ — 8 avw'z

(13)

l + (u+ v+ w) — 4 (U’ ww +viwt) = o.
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Pour rendre cette derniére équation ldenthue avec
la proposée, il suffira d’assujettir les inconnues u,
v, w aux conditions

| f e ) == 2p,
(14) Surw =-—g,
16 (u'v* +u'w” +v'w*) =p‘—-4r.
La résolution de I'équation (12) se trouve ainsi ré-

duite a la résolution simultanée des équations (1 4).
Cherchons d'abord les valeurs de 4u*, 4v*, 4w’

Si I'on fait’
(15) 41“‘::zx) 47)2:5.’ 4w’:~
on gura, en vertu des formules (i4)‘,

3,43, 43 _;.—21;, 2,3,42,5,4+3,3 _p—-4r,‘

z z .0 = q
et par suite, en nommant s une nouvelle variable,

(3—2.) (3—2,) (3—3,) = 2P+2pz’+(p*—4r)e—q".

I en résulte que z,, = .) %;.seront les trois racines
de T'équation

(16) z3+2pzf+(p‘—4r)z—q’=o;
et, puisque ces trois racines doivent vérifier la for-
mule 3, 3, 5,= ¢*, on peut assurer que T'une delles
sera positive , les deux autres étant toutes deux a-

la-fois positives, ou négatives, ou lmagmalres Lors-
.qu'on aura déterminé ces mémes racines, les deux
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premiéres des équations (1 §) fourniront pour cha-
cune des variables u et » deux valeurs egal&s an
signe prés. Soient - -

u-:.tU,,vzﬁ_-V.

les valeurs réelles' ou imagihairés_dont il sagit; et
W une quantité réelle ou une expression imaginaire
déterminée par I'équation
8UVW=—¢

Si. dans .Ia seconde dés formules (14) on s\'ippogc :

yu=+U, v==+V,
ou bien ‘ o R
u=—U, v==V,
on en tirera

w =+ W ;

SI Ton y fait au contraire

u=+U, v==V,
* ou bien - :

u=—U, v=+V,
on trouvera _

w=—W.

De cette maniére on obtiendra pour les var iables u,

v, w quatre systcmes de valeurs propres a vemﬁer
les équations (1 '4); et si Pon représente par z,, z,,
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x,, z, les quatre valeurs correspondnntes de l'in-
connue

r=u+v+w,
on aura

., = U+V+W,
r, ==—U-=V+ W,
(17) . ~
z, U—-V—-w,
x3=-—U+-V—‘W.

fl.

I

T est aisé de reconnaitre que ces quatre valeurs de
z seront toutes réelles, si lequatlon (x 6) a ses trois
‘ racines posntwes, et toutes Imaglqalres, si lequatlon
(16) a deux r